Siis (f(n))nez €l>®(Z) ja ||(f(n))||OO < 5-[|f]]1. Toisaalta Fejérin Lauseen 2.8 nojalla trigono-
metriset polynomit ovat tiheéissi avaruudessa L'([0,27]). Jos € > 0 on annettu, 16ydetéén siis
trigonometrinen polynomi

P(x) = Z axe™,
k=—m
jolle on ||f — P||1 < e. Edelld P(n) = a, kaikilla [n| < m ja P(n) = 0 aina, kun |n| > m. Siten
kaikilla |n| > m

-~

~ ~ — 1
[f)l = 1f(n) = Pn)] = |f = P(n)] < o[If = Plh <,
joten | f(n)| = 0, kun |n| = oo, eli (f(n))nez € co(Z). O

Siten X = ¢y(Z) kelpaa eraiiksi vastaukseksi 1. kysymykseen. Osoitetaan seuraavaksi avoimen
kuvauksen lauseen avulla, etté cg(Z) ei kelpaa 2. kysymykseen Fourier-kertoimien lahtéavaruudeksi.

Lause 3.12. Kuvaus T: L'([0,27]) = co(Z): f — (f(n))nez on jatkuva lineaarinen injektio.
Kuva-avaruus T(LY) on tihed avaruudessa co(Z), mutta T ei ole surjektio.

Todistus. Selviisti T on lineaarinen, koska f — f(k) on lineaarinen kaikilla k. Edellisen lauseen
todistus niyttid, ettd T on jatkuva kuvaus T': L*([0,2n]) — ¢o(Z) ja ||T]] < &

Néytetddn seuraavaksi, ettd T on injektio. On osoitettava, ettd jos T'f = 0, eli f(n) =0
kaikilla n € Z, niin itse asiassa f = 0. Oletetaa siis, ettd T'f = 0. Talloin

(3.1) f)g(t Z ay t)ekt dt = 2m Z akf

[0,27] [0,27]

k=—m k=—m

kaikilla trigonometrisilld polynomeilla g = " ae™™. Fejérin lauseen 2.8 ja Lebesguen do-
minoidun konvergenssin avulla (3.1) pétee myos kaikilla g € C([0, 27]).

Jos A C [0, 27] on mitallinen joukko, niin 16ytyy (katso Hilbert-avaruuksien kurssin Lauseen
4.6 todistus) sellainen jono (gn)nen C C([0,27]), etté

lgn ()| <1 Vtel0,2r],neN ja lim g,(t) =xa(t) mk.te]0,2n].
n—oo

Soveltamalla taas Lebesguen dominoidun konvergenssin lausetta, saamme etté (3.1) piatee myos
kaikille g = x4, eli

/A fwa= [ roxwa=tn | @goa=o

n—oo [0’271_]

Olkoon seuraavaksi f € L'([0,27]) ei-negatiivinen funktio ja

1
A, = {t c[0,27] : f(t) > —} . kaikillan € N.
n
Joukot A,, ovat mitallisia, koska f on mitallinen funktio. Siten kdyttdmalld kaavaa (3.1) funk-

tioon g = x4, havaitaan, ettd

1
0= f®)xa, (t) dt = —m(A,),
[0,27] n
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eli m(A,,) = 0 kaikilla n € N. Siten mitan subadditiivisuuden nojalla m(A) = 0, missi

A= J A, ={teo,2n] : f(t) >0}
n €N
Siispa f(t) = 0 melkein kaikilla ¢ € [0, 27].

Kirjoittamalla mielivaltaisen f € L'(]0,27]) reaali- ja imaginaariosien negatiivisten ja po-
sitiivisten osien summana, nihdddn edellisen kohdan nojalla, ettd f(¢) = 0 melkein kaikilla
t € [0,2x]. Siispd T on injektio.

Osoitetaan seuraavaksi, ettéd kuva T'(L*([0, 27])) on tihed avaruudessa co(Z). Olkoon (ay)rez €
co0(Z) C co(Z), eli on olemassa m € N siten, ettd a, = 0 kaikilla |k| > m. Téalléin trigonomet-
rinen polynomi

on L'-funktio, ja aikaisempien laskujen perusteella

ﬁ(n> — i in: a /271— eik‘te—int dt = Qn, .?OS |TL| =m
2m —~ " Jo 0, jos|n|>m.
Siis T'(P) = (ﬁ(k))kez = (ar)rez, joten coo(Z) C T(L'([0,27])). selvisti coo(Z) on tihed ava-
ruudessa ¢y(Z), joten T(L'([0,27])) on tihed avaruudessa cy(Z).

Osoitetaan lopuksi avoimen kuvauksen lauseen avulla, ettd T'(L([0, 27])) # co(Z), eli ettd T
ei ole surjektio. Jos néin olisi, olisi T': L*([0, 271]) — ¢o(Z) bijektio. Télldin avoimen kuvauksen
lauseen Seurauksen 3.7 nojalla T' olisi isomorfismi, joten erityisesti olisi olemassa vakio § > 0
siten, ettd

(3.2) T flloe = BlIf[lx

jokaisella f € L'(]0,2n]). Toisaalta Dirichlet'n ydin D,, € L*(]0, 27]) ja ||(lA)n(k))||oo = 1 jokai-
sella n € N ja Lauseen 2.9 todistuksessa huomasimme, etté ||D,||; — oo. Td4ma on ristiriidassa
arvion (3.2) kanssa. Siispd T ei voi olla surjektio. O

Kéaydéain vield 1api yksi avoimen kuvauksen lauseen seuraus (tai oikeastaan yhtépitava muo-
toilu), joka tunnetaan nimella suljetun kuvaajan lause.

Maaritelma 3.13. Kuvauksen f: X — Y kuvaaja eli graafi on joukko
G(f)={(z,f(z)) e X xY :z€ X} C X xY.
Varustetaan seuraavassa normiavaruuksien £ ja F' tuloavaruus F X F' normilla
(@)l = [lzllz +[lz[lp,  kaikilla (z,y) € E X F.
Talloin E x F on Banach-avaruus jos F ja F' ovat Banach-avaruuksia.

Lause 3.14. Olkoon E ja F normiavaruuksia ja f: E — F jatkuva kuvaus. Tdlloin funktion
f kuvaaja G(f) on suljettu joukko avaruudessa E x F.

Todistus. Riittdd osoittaa, ettd G(f) = G(f). Olkoon siis (x,y) € G(f) C E x F. Tallsin on
olemassa jono (x,, f(x,))nen joukossa G(f) siten, etté

|, f(2n)) = (2, 9) [ xr = H;)n —xl[p + |[f(zn) = yllr =0,



kun n — oo. Siis seké ||z, —x||g — 0, ettd || f(z,) —y||r — 0, kun n — oo. Koska f on jatkuva
kuvaus, on || f(z,) — f(z)|| = 0 kun n — oo. Koska raja-arvo on yksikasitteinen, on y = f(x)
ja siten (z,y) = (z, f(z)) € G(f). Siispad G(f) on suljettu avaruudessa E x F. O

Jos T': E — F' on lineaarikuvaus, on lineaarisuuden nojalla

a(z, Tx) + By, Ty) = (cz + By, T(ax + By)) € G(T)

kaikilla s,y € E ja a, 8 € K. Siten G(T') on avaruuden E x F' vektorialiavaruus kuvauksen 7'
ollessa lineaarinen.

Lause 3.15 (Suljetun kuvaajan lause). Olkoot E ja F' Banach-avaruuksia ja T: E — F sellai-
nen lineaarikuvaus, etti kuvaaja G(T) on avaruuden E x F suljettu vektorialiavaruus. Tdlloin
T on jatkuva.

Todistus. Koska E x F' on Banach-avaruus ja G(T) suljettu vektorialiavaruus, on G(7') myos
Banach-avaruus avaruuden E X F' normin rajoittumalla varustettuna. Maaritelldan kuvaus

Vv: G(T)— E: (v,Tx) — x.
Koska T" on lineaarinen, on mydos 1 lineaarinen. Liséksi ) on bijektio, silla 1) on selvasti surjektio
ja myos injektio:
0=2((z,Tz)) =2 = (z,Tx) = (0,0).
Liséksi ¢ on rajoitettu koska
o ((z, T))| = (|2l < ||]] + [|T]] = |[(z, T)]]

kaikilla (z, Tx) € G(T).

Néimme siis, etta v on jatkuva lineaarinen bijektio G(T') — E. Nyt avoimen lauseen kuvauk-
sen Seurauksen 3.7 mukaan kiifinteiskuvaus ¢~ on myos jatkuva. Siten Seurauksen 1.5 mukaan
on olemassa vakio § > 0 siten, etté

Bll(z, Tz)|| < [[¢((z, Tz))[| = |||l
kaikilla (x, Tx) € G(T). Téstd seuraa, etti
BlIT]] < B(|]] + [[T=|]) = Bl|(z, Tx)|| < |||
kaikilla x € E. Siis .
Txl| < =||x
| T ]| BH |
eli T' on jatkuva. 0
Esimerkki 3.16. Olkoon (a;;); jen siten, ettd
(1) M= Zi,jeN |ai;| < oo.

(2) Jos (s;) € %, niin (¢;) € ¢* missd

o0
= E Q;5S54, 1 € N.
j=1

Ehdon (2) nojalla meilld on nyt lineaarikuvaus

[o.¢]
1 1.
A 00— Zamsj
j=1
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Suljetun kuvaajan lauseen avulla voidaan lineaarikuvaus A osoittaa jatkuvaksi. Olkoon z(™ € ¢!
siten, ettd ™ — z ja A(z(™) — y avaruudessa ¢! kun n — oo. Merkitiin 2™ = (xlgn))keN,
T = (r)ren ja ¥ = (Yr)ren. Tavoitteena on osoittaa, ettd Ax = y. Osoitetaan tdmé kullekin

k € N erikseen. Olkoon siis £ € N kiinnitetty ja mééaritelladn kuvaus
A= K:ues (Au)g,

missd Au = ((Au)g)ken. A on lineaarinen ja ehdosta (1) seuraa, etta
[Aul =Y argusl < lag! us| < Mfully
j=1 j=1

kaikilla v = (u;) € ¢*. Siten A on jatkuva ja
ye = lim (Az™),, = lim Az™ = A(lim ) = Az = (Az);.
n—oo

n—o0 n—oo

Siispd y = Az ja G(A) on suljettu. Suljetun kuvaajan lauseen nojalla siis A on jatkuva.
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4. HAHN-BANACHIN LAUSEET

Olkoon E Hilbert-avaruus, M C FE suljettu vektorialiavaruus, F' normiavaruus ja T €
L(M, F). Tallsin T' voidaan jatkaa jatkuvaksi lineaarikuvaukseksi koko avaruuteen FE, eli on
olemassa T € L(FE,F) siten, ettd Tyx = Tz kaikilla z € M. Tami jatko voidaan tehdd
vieldpéa niin, ettd ||T1|| = ||T||. TAmé jatko saadaan kdyttdmalla ortoprojektiota Py : E — M
maarittelemalla 77 = T Py,.

Jos ldhtoavaruus FE oletetaan pelkistddn Banach-avaruudeksi, ei jatkamisongelmalla ole aina
ratkaisua. Esimerkiksi jos £ = (*, ' = M = ¢y C FjaT = [: ¢y — co, €i ole olemassa
Ty € L(I%°,¢p) jolle péatisi Tix = x kaikilla x € ¢.

Hahn-Banachin lauseet liittyvit jatkamisongelmaan, jossa maaliavaruutena on skalaarikunta
K. Otetaan ensin reaalikertoiminen versio Hahn-Banachin lauseesta.

Lause 4.1 (Hahn-Banach). Olkoon E vektoriavaruus kerroinkuntanaan R, M C E vektoriali-
avaruus, p seminormi' avaruudessa E ja f € L(M,R) siten, ettd |f(u)| < p(u) kaikilla uw € M.
Talloin on olemassa g € L(E,R) siten, etti g(u) = f(u) kaikille u € M ja |g(u)| < p(u)
kaikilla w € E.

Hahn-Banachin lauseiden todistuksessa tarvitsemme apuna Zornin lemmaa. Palautetaan mie-
leen mitd Zornin lemma sanoo.

Lause 4.2 (Zornin lemma). Olkoon (H,=<) jdrjestetty joukko siten, ettd H # O ja jokaisella
H:n ketjulla K on pienin yliraja. Tdlloin H :ssa on ainakin yksi maksimaalinen alkio.

Zornin lemman ymmaértamiseksi tulee tietysti muistaa mité tarkoitetaan (osittaisella) jarjestykselld,
ketjulla, ylarajalla ja maksimaalisella alkiolla.

Maaritelmi 4.3. Joukon H relaatio < on (osittainen) jdrjestys, jos kaikilla a,b,c € H on
(1) a<a
(2) a<b<a=a=b
B)a<b<c=a<c

Paria (H, <) sanotaan (osittain) jarjestetyksi joukoksi, jos < on osittainen jarjestys H:ssa.

Jarjestys < on tdysi jos kaikille a,b € H on a < b tai b < a. Osajoukko K C H on ketju,
jos jérjestys < rajoitettuna joukkoon K on téysi. Alkio b € H on joukon A C H yldraja, jos
a < b kaikilla a € A. Alkio ¢ € H on joukon A C H pienin yldraja, jos ei ole olemassa joukon
A ylarajaa b € H \ {c} siten, ettd b < c. Alkio b € H on maksimaalinen jos ei ole olemassa
alkiota a € H \ {b} siten, ettd b < a.

Aloitetaan Lauseen 4.1 todistus seuraavalla aputuloksella, joka on erddnlainen induktioaskel
Lauseen 4.1 todistuksessa.

Lemma 4.4. Olkoon E wvektoriavaruus, jonka skalaarikuntana on R. Olkoon M C FE aito
vektorialiavaruus, p seminormi avarvudessa E ja f € L(M,R) siten, ettd | f(u)| < p(u) kaikilla
ue M. Josze€ E\M ja My =M @ span(z), niin tilloin on olemassa fi € L(My,R) siten,
etti fi(u) = f(u) katkilla w € M ja |fi(u)] < p(u) kaikilla uw € M.

Todistus. Jos z,y € M ovat mielivaltaisia, niin

f@) = fly) = [z —y) < plz —y) <plx+2) +p(—y = 2) = p(z + 2) + p(y + 2),
'Muista, ett# p on seminormi jos se toteuttaa muut normin ehdot paitsi mahdollisesti ei ehtoa (N3): p(x) =0
jos ja vain jos x = 0.
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koska p on seminormi avaruudessa £. Néin siis

—p(y+2) — fly) <plx+2) — f(z)

kaikilla z,y € M. Koska edellisen arvion oikea puoli ei riipu vektorista y € M, niin

SBE(—P(?J +2) = f(y) <plx+2) - f(z)

ja edelleen, koska tdmé&n arvion vasen puoli ei riipu vektorista x € M, niin
sup(—p(y + 2) — f(y)) < inf (p(z + 2) — f(x)).

Siten on olemassa vakio ¢ € R siten, etté

(4.1) —p(y+2)— fly) <c<plx+2z)— f(x)

kaikilla z,y € M.
Jos w € M, voidaan se kirjoittaa muodossa w = u + Az, missd u € M ja A € R ovat
yksikésitteiset. Maaritellaan

fi: M = R:we f(u) + A

Tallsin f; € (M) ja fi(u) = f(u) kaikilla u € M.

Osoitetaan seuraavaksi, ettd |fi(w)| < p(w) kaikilla w € M;. Jos A = 0, on viite selvésti
totta. Voidaan siis olettaa, ettd A # 0. Valitsemalla z = y = A\"'u € M epiyhtildissi (4.1),
saadaan

—pAtu+2) — fO ) < e <pWlu+z) — fF(A )

eli

1 1 1 1
— bl A2) = 1) < ¢ < oplut A2) - ()
A A A A
Tama epayhtéaloketju voidaan kirjoittaa muodossa
1 1 1
——7p(w) < e+ < f(u) < p(w).
A A A
Koska
1 1 1
e+ 1) = T () +A0) = T ilw),
voidaan epéayhtéloketju edelleen kirjoittaa muodossa
1 1 1
_ < = <
AP < A < ),
joka antaa halutun arvion |fi(w)| < p(w). O

Lemman 4.4 avulla voimme nyt todistaa Hahn-Banachin Lauseen 4.1.

Lauseen 4.1 todistus. Todistuksen ideana on kéayttdda Lemmaa 4.4 ja Zornin lemmaa. T&t& var-
ten méadritellddn ensin jirjestys joukkoon

F=J 7~
NeU
missé
U={N CFE : N on vektorialiavaruus ja M C N}
ja

Fn ={h € L(N,R) : f(z) = h(x) kaikilla x € M ja |h(z)| < p(z) kaikilla z € N},
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