Fejérin lause sovellettuna funktioon D,, antaa T, (K;) = D, * K; = K; x D,, = D,, tasaisesti
vialilla [0,27] kun j — oo. Liséksi Lemman 2.7 perusteella K; > 0 ja ||Kj||; = 27. Siten
edellisen lauseen todistuksessa saadun arvion perusteella

27||Tul| 2 sup [|To(K) [l 2 lim ([T, (K)lle = [|Dafls = 00, kun n — oo.
j o0

Lisétietoja Fourier-sarjojen suppenemisesta:
e Jos 1 <p<oojafeLP(]0,2n]), niin
I f = sn(f;)ll, — 0, kun n — oo.
e Jos 1 <p<oojaje LP(]0,2n]), niin
sn(fix) — f(2), melkein kaikilla = € [0, 27] kun n — oc.

(Carleson-Hunt: Carleson 1966 tapauksessa p = 2 ja Hunt 1968 muille p)
e On olemassa sellainen f € L'([0, 27]), jonka Fourier-sarja hajaantuu jokaisessa pisteessi
z € [0, 27]. (Kolmogorov 1926)
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3. AVOIMEN KUVAUKSEN LAUSE
Palautetaan ensin mieleen, mita tarkoitetaan avoimella kuvauksella.

Maaritelma 3.1. Olkoot X ja Y topologisia avaruuksia. Kuvaus f: X — Y on avoin, jos
f(U) on avoin Y:ssé aina kun U on avoin X :ssi.

Kurssilla tutkitaan normiavaruuksia, jotka ovat erityisesti metrisid avaruuksia. Kuvauksen
avoimuudelle voidaan antaa myos seuraava lokaali méa&ritelmaé.

Madritelméa 3.2. Olkoot (X, dx) ja (Y, dy) metrisid avaruuksia. Kuvaus f: X — Y on avoin
pisteessd a € X jos jokaiselle r > 0 on olemassa r’ > 0 siten, etté

By, (f(a),r") C f(Bay(a,r)).
Avoimuuden lokaali ja globaali mééritelmé sopivat yhteen, kuten seuraava lause osoittaa.

Lause 3.3. Olkoot (X,dx) ja (Y,dy) metrisia avaruuksia ja f: X —Y kuvaus. Tdlloin f on
avoin jos ja vain jos se on avoin jokaisessa pisteessd a € X.

Todistus. Oletetaan, ettd f on avoin kuvaus. Olkoot lisiksi @ € X ja r > 0. Koska f(a) €
f(Bay(a,7)) ja f(Bay(a,r)) on oletuksen nojalla avoin, on olemassa 7’ > 0 siten, etté

BdY (f(CL)?r/) - f(BdX (CL,T’)).

Oletetaan seuraavaksi, ettd f on avoin jokaisessa X :n pisteessid. Olkoon U C X avoin joukko
ja a € U. T&llsin on olemassa r > 0 siten, ettd By, (a,r) C U. Oletuksen nojalla on olemassa
r’ > 0 siten, etté

BdY (f(a)vr/) - f(BdX (G,T’)).
Erityisesti siis f(a) on joukon f(U) sisépiste. Koska tdmé oli voimassa kaikille a € U, on f(U)
avoin joukko Y:ssé. 0

Huomaa, ettd kuvauksen avoimuus liittyy “kéédnteiskuvauksen” jatkuvuuteen vaikkakaan
kédnteiskuvausta ei aina ole olemassa. Erityisesti avoin kuvaus ei aina ole jatkuva eiké jat-
kuva kuvaus aina avoin.

Osoitetaan, ettéd kuten jatkuvuuskin myos avoimuus lineaarikuvaukselle seuraa jo yhden pis-
teen avoimuudesta

Lause 3.4. Olkoot E ja F' normiavaruuksia seki T': E — F' lineaarinen. Tdlloin T' on avoin
kuvaus jos ja vain jos T' on avoin pisteessd 0.

Todistus. Kuvauksen avoimuudesta seuraa Lauseen 3.3 perusteella avoimuus pisteessa 0. Osoi-
tetaan siis toinen suunta ja oletetaan, ettd 7" on avoin pisteessé 0.
Olkoot = € F ja r > 0. T&lloin 16ytyy sellainen r' > 0, etta

B(0,r") Cc T(B(0,r)).
Téaten kuvauksen T lineaarisuuden nojalla
B(Tz,r") =Tz + B(0,r") C Tx +T(B(0,r)) = T(z + B(0,r)) = T(B(z,r)).
OJ

Normiavaruuksien vélinen avoin kuvaus on aina surjektio. Avoimen kuvauksen lause sanoo,
ettd Banach-avaruuksien vélisille jatkuville lineaarikuvauksille kdédnteinenkin véite on totta.

Lause 3.5 (Avoimen kuvauksen lause). Jos E ja F ovat Banach-avaruuksia ja T € L(E,F)

on surjektio, nuin tdlloin T on avoin kuvaus.
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Avoimen kuvauksen lauseen todistuksessa kaytdmme seuraavaa aputulosta.

Lemma 3.6. Olkoot EE normiavaruus, F' Banach-avaruus ja T: E — F' lineaarinen surjektio.

Jos V on pisteen 0 € E ympdristé avarvudessa E, niin sulkeuma T(V') on pisteen 0 ympiiristo
avaruudessa F.

Todistus. Koska V' on pisteen 0 € E ympiéristd, on olemassa sellainen r > 0, ettd B(0,2r) C V.
Tillsin joukolle B = B(0,r), on voimassa B+ B C V.

Jos y € F on mielivaltainen, niin on olemassa z € E jolle y = Tx, koska T'" on surjektio.
Olkoon n € N siten, etté ||z|| < nr. Talloin

y € T(nB) =nT(B) C nT(B).
Siten

F = G nT(B).

Koska F' on Banach-avaruus, voidaan soveltaa Bairen lauseen Seurausta 2.2. Siten ainakin

yksi suljetuista joukoista nT'(B) = nT'(B) sisiltda avoimen pallon. Jos siis B(xg, po) C nT(B),
niin kuvauksen 7" lineaarisuuden nojalla

To pPo 1 oY
—,—)=-B T(B
n7 n) n (:C(]?pO)C ( )7

B(

eli myos joukko T'(B) siséltdéd avoimen pallon. Merkitddn nyt @ = xq/n ja p = po/n, jolloin
B(z,p) C T(B).
Lisidksi —z € T(B), silld kaikilla y € T'(B) myos —y € T(B). Jélleen kuvauksen T' lineaari-
suuden nojalla
B(0,p) = —x + B(z,p) CT(B)+T(B) CT(B)+T(B)=T(B+ B) CcT(V).

Siten T'(V') on pisteen 0 € F ympéristé avaruudessa F'. O

Lemman 3.6 avulla voimme nyt todistaa avoimen kuvauksen lauseen.

Avoimen kuvauksen lauseen todistus. Osoitetaan, ettd, T on avoin pisteessi 0. Olkoon r > 0
annettu ja r, = 2751y kun k > 0. Tallsin r, > 0 ja

o = Z Tk.
k=1
Lemman 3.6 nojalla 16yddmme luvut s ~\, 0 joille

B(0,sr) C T(B(0,71)),  kaikilla k& > 0.
Osoitetaan nyt, etti B )
B(0,s¢) C T(B(0,r)).

Koska r > 0 mielivaltainen, seuraa téstd kuvauksen T avoimuus pisteessd 0 josta edelleen
Lauseen 3.3 nojalla ettd 7" on avoin kuvaus.

Olkoon nyt y € F siten, etté ||y|| < so. Siispd y € T(B(0,ry)). Loytyy siis zg € B(0, 1), jolle

lly — Txol| < s1, eli — y—Txo€ B(0,s1) C T(B(0,r).

Vastaavasti havaitsemme, etti on olemassa sellainen z; € B(0,r;), etti

ly — Taog — Ta1|| < 85,  eli  y—Txo— Tz € B(0,ss) C T(B(0,75).
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Oletetaan nyt ettd x € B(0,r;) on valittu kaikilla 0 < k < n — 1 siten, etti
n—1

y—Y Tx € B(0,s,) C T(B(0,r,)).
k=0

Talloin on olemassa sellainen z,, € B(0,7,), etti

n
||y - ZT$1€|| < Sp41-
k=0

Néin saadaan jono (x,) avaruudessa E, jolle ||zx|| < 7y kaikilla £ € N. Télloin

[e.e]
ZkaH < Zrk =2rg =1 < 00,
k=0 k=0

eli sarja ), x; on absoluuttisesti suppeneva avaruudessa E. Koska E on tédydellinen, sarja
>, Tk suppenee avaruudessa £. Merkitééan

o0
i :ijgzitk.
k=0
Talloin siis
oo
lol] <)l | < 7
k=0

ja konstruktion perusteella

ly =TS a0l = lly = 3 Tal| < s, = 0,
k=0 k=0

kun n — oo. Siten kuvauksen 7" jatkuvuuden perusteella

y = lim T(Z xy) = T(lim Zxk) =Tux.
Siispd olemme osoittaneet, ettd B(0, so) C T(B(0,7)), miki riitti lauseen todistamiseksi.  [J

Seuraus 3.7. Jos E ja F' ovat Banach-avaruuksia ja T : E — F on jatkuva linaarinen bijektio,
niin T on tilloin lineaarinen isomorfismi (eli kidnteiskuvaus T~ on jatkuva,).

Todistus. Kasnteiskuvauksen T-': F — E jatkuvuuden osoittamiseksi otetaan avoin joukko
U C E. Tallsin (T71)~Y(U) = T(U) kuvauksen T bijektiivisyyden nojalla. Tami joukko taas
on avoin, silld avoimen kuvauksen lauseen nojalla T': £ — F' on avoin kuvaus. 0

Esimerkki 3.8. Olkoot || - ||1 ja || - ||]2 normeja vektoriavaruudessa E siten, ettd on olemassa
B > 0 jolle ||z||2 < fBl|x||1 kaikilla x € E. Télloin identtinen kuvaus I: (E, || |[|1) — (E,]] - |]2)
on jatkuva lineaarinen bijektio. Jos lisiksi sekéd (E, ||-]|1) ja (E,||-|]2) ovat Banach-avaruuksia,
on identtinen kuvaus I Seurauksen 3.7 nojalla isomorfismi, joten normit || - ||; ja || - ||2 ovat
ekvivalentteja. Toisin sanoen on olemassa sellainen a > 0, etta

allzlli < ||zl < Bllz|] kaikilla x € E.

Otetaan viela pari hyodyllistd seurausta avoimen kuvauksen lauseelle.
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Seuraus 3.9. Olkoot E ja F' Banach-avaruuksia ja T € L(E, F') surjektio. Talloin on olemassa
sellainen M < oo, etti jokaista y € F kohti on olemassa x € E jolle Tz =y ja ||z|| < M||y||.

Todistus. Avoimen kuvauksen lauseen nojalla on olemassa sellainen s > 0, etté

B(0,s) c T(B(0,1)).

Jos y € F on mielivaltainen, niin ||s||z|||| = s, joten on olemassa sellainen 2z € B(0,1), ettd

Tz = s Llneaarlsuudesta seuraa, ettd T(| ulz) = 3, missd [[1lz]| < Lfy||. Voisaan siis
|| I s s

valita M = <. O

Seuraus 3.10. Olkoot E ja F Banach-avaruuksia ja T € L(E,F) injektio. Tdlloin kuva-
avaruus T(E) on avaruuden F suljettu aliavaruus jos ja vain jos loytyy sellainen 3 > 0, etti

||Tx|| > Bl|x|| jokaisella x € E.

Todistus. Oletetaan, ettd T'(E) on suljettu. Koska T'(F) C F on Banach-avaruuden suljettu
aliavaruus, niin se on my6s Banach-avaruus. Nyt siis 7: E — T'(F) on jatkuva bijektio, joten
viite seuraa avoimen kuvauksen lauseen Seurauksesta 3.7.

Todistetaan seuraavaksi toinen suunta. Oletetaan siis, ettd on olemassa sellainen 5 > 0, etté
||Tx|| > Bl|x|| kaikilla = € E. Nyt erityisesti kaikilla x € E on

HTfKH HTH
[lz]| < ],

Siten T: E — T(FE) on lineaarinen isomorfismi ja Lauseen 1.7 nojalla T'(F) on tdydellinen ja
siten T'(E) on suljettu. O

Sovelletaan seuraavaksi avoimen kuvauksen lausetta Fourier-sarjoihin. Besselin epdyhtélon
nojalla kaikille f € L*([0,27]) on Y po oo 1F(k)|2 < oo eli (f(k))rez € (3(Z). Riesz-Fischerin
lause taas kertoo, ettd kaikille (ag)rez € [*(Z) on olemassa f € L*([0,27]) siten, etti

Fk)=ar  kaikilla k € Z.

Tutkitaan seuraavaksi onko L!-funktioille voimassa vastaavanlaisia tuloksia:

1. Onko olemassa jonoista koostuva Banach-avaruus X joille (f(k))rez € X kaikilla f €
LY([0, 27])?
2. Onko olemassa Riesz-Fischerin lauseen vastinetta avaruudessa L'?

Seuraava Riemann-Lebesguen lemma vie hieman 1. kysymyksen suuntaan. Merkitédin

co(Z) = {(zx)rez : x € C kaikilla k € Z, lim x, =0}

|k =00
ja varustetaan tamé avaruus || - ||so-normilla. T&ll6in (co(Z), || - ||s) on Banach-avaruus.
Lause 3.11 (Riemann-Lebesguen lemma). Jos f € L'([0,27]), niin
(F(n)nez € colZ).
Todistus. Jos f € L'([0,27]) ja n € Z, niin

1 ) 1 ) 1
1 f<t>e—"“*dt' <o [ 1@ de= i
27 | J10,.2x) 27 Ji0,.27] 21
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