2. TASAISEN RAJOITUKSEN PERIAATE

“Palautetaan” seuraavaksi mieleen Bairen kategorialause. Nimityksen ymmértamiseksi ote-
taan ensin Bairen méérittelemét kategoriat:
Topologisen avaruuden X osajoukko A on

e ci-missddn tihed (nowhere dense), jos sen sulkeumalla ei ole sisépisteit,

e ensimmdisen kategorian joukko jos se on numeroituva yhdiste ei-missdén tiheista jou-
koista, ja

e toisen kategorian joukko jos se ei ole ensimmaéisen kategorian joukko.

Bairen kategorialause sanoo, ettd jokaisen tdydellisen metrisen avaruuden avoin epétyhjéa
osajoukko on toisen kategorian joukko. Toisin sanoen:

Lause 2.1 (Bairen lause). Olkoon (X,d) tdydellinen metrinen avaruus. Jos V; C X, j € N,
on numeroituva kokoelma avoimia tiheitd osajoukkoja, niin

o
ﬂ Vi on tihed avaruudessa X.
=1

Erityisesti siis (\,—, V; # 0.

Todistus. Osoitetaan, ettéd kaikilla x € X ja r > 0 on
B(z,r)n ([ V;) # 0.
j=1

Koska V] on avoin ja tihed, on olemassa y; € ViNB(x,r). Koska V; on avoin, on my6s ViNB(x, r)
avoin. Siten on olemassa 0 < r; < 1 siten, ettd B(yy,r1) C Vi N B(z,r). Edelleen koska V5 on
avoin ja tihed, on olemassa y, € VaNB(y1,r1) ja 0 < 1y < 5 siten, ettd B(ys, r2) C VaNB(y1,71).
Jatkamalla tétd konstruktiota induktiivisesti saadaan avaruuden X jono (y,), jolle

B(WYn, 1) C Vi N B(Yn—1,Tn,)- n=23,...,

missé 0 < 7, < 1. Koska y,, € B(yn,r,) kaikilla m > n, on (y,) Cauchy-jono. Koska (X,d)
on tdydellinen, on olemassa z = lim,,_,o, y,. Koska y,, € B(yn,r,) kaikilla m > n, on rajalla
2 € B(Yn,mn) C V,, N B(x,r) kaikilla n. Siten

zeB(:c,r)ﬂ(an) # 0.

Seuraus 2.2. Olkoon (X,d) tdydellinen metrinen avaruus, ja

X = G E,,
n=1

missi F, C X on suljettu kaikilla n € N. Tdlloin on olemassa sellaiset ng € N, xzp € X ja
ro > 0, etti joukko F,, sisdltid avoimen pallon B(xg,r).

Todistus. Olkoon V,, = X \ F,, kun n € N| jolloin V,, C X on avoin kaikilla n € N. Oletetaan,

ettéd véite ei ole totta eli ettei mikdan F;, sisdlld avointa palloa. T&lloin V,, on avoin ja tihed
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kaikilla n € N ja Bairen kategorialauseeen nojalla leikkaus (), V,, on tihed avaruudessa X.
Erityisesti on olemassa

re (Vo= (X\E)=X\JF,
n=1 n=1 n=1
miké on ristiriidassa oletuksen
X:U&
n=1
kanssa. 0

Kaytetddn nyt Bairen kategorialausetta tasaisen rajoituksen periaatteen todistamiseen.

Lause 2.3 (Banach-Steinhausin lause eli tasaisen rajoituksen periaate). Olkoon E Banach-
avaruus, F' normiavaruus ja {Ty}acs kokoelma jatkuvia lineaarikuvauksia T, : E — F. Tdlloin
joko

(1) on olemassa sellainen M < oo, ettd

|T.]| < M kaikilla o € J

ta
(2) on olemassa x € E siten, etti

sup || Toz|| = oc.
acJ

Todistus. Olkoon
Fn,a):={x € E : ||T,z|| <n},
kun a € J jan € N. Koska f,: z — ||T,z|| on jatkuva, on F(n,a) = f,([0,n]) C E suljettu
joukko kaikilla o € J ja n € N. Siten
F, = m F(n,«)
acJ

on suljettujen joukkojen leikkauksena suljettu.
Oletetaan, nyt ettd (2) ei pide. Olkoon siis x € E mielivaltainen. Koska (2) ei ole totta, on

sup ||Tox|| < 0.
acJ

Siten on olemassa n € N siten, ettd

sup ||Tox|| < n
acJ

eli x € F,. Niinpd E = |J 7, F,,. Seurauksesta 2.2 seuraa, ettd on olemassa N € N ja avoin
pallo B(xzg,r¢) C E siten, etta

B(.%'Q,To) C Fy.
Olkoon nyt = € E siten, etté ||z|| < 1. Télloin

T
xo + on € B(xg,r9) C Fh,
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joten ||T,(zo + 2w)|| < N kaikilla o € J. Kuvauksen T7, lineaarisuuden nojalla

2 To 2 To
[Tazll = —[ITa(Z2)ll = ~l[Ta(z0 + 52) = Tazol|
To To

2
2 r AN
2 (ITuteo + 2l + Turoll) < 2 = 0.
To 2 o

IN

Siis ||Tw|| < M kaikilla o € J. 0

Yhtena tasaisen rajoituksen periaatteen seurauksena voidaan todistaa, ettd lahtoavaruuden
ollessa tédydellinen jatkuvien lineaarikuvausten pisteittiisesti suppenemisesta seuraa rajafunk-
tion jatkuvuus.

Lause 2.4. Olkoon E Banach-avaruus, F normiavaruus ja (T,) jono avaruudessa L(E,F)
siten, ettd T, suppenee kuvaukseen T pisteittiin. Tdlloin T € L(E, F).

Todistus. Kuvaus on lineaarinen Lauseen 1.2 nojalla. Koska kaikilla = € E jono (7T),z) suppenee
avaruudessa F', on se Cauchy-jono ja siten rajoitettu. Niinpé

sup ||T,z|| < oo kaikilla = € E.
neN

Siten Banach-Steinhausin lauseen nojalla on olemassa M < oo siten, ettéd ||7,,|| < M kaikilla
n € N. Siispé
1T|| = lim ||Toz]| < sup [|T,[] [J]| < M]|z]]
neN

eli [|T]] <M. O

Otetaan nyt esimerkki edellisen lauseen (eli siten my6s Banachin-Steinhausin lauseen) kaytostéa

Esimerkki 2.5. Olkoon (a,)%, jono R:ssé siten, ettd
Z AnThp suppenee R:ssi kaikilla jonoilla (z,) € ¢*.
n=1

Mitéa voimme talléin sanoa jonosta (a,)?
Selvisti jos (a,) € (>, on

[e.9] [e.9]
Z lanz,| < sup|a;l Z |zn| <00 kaikilla (z,) € £*.
n=1 JeN n=1

Osoittautuu kutenkin, ettd (a,) € ¢>° on myds vilttaméton ehto:
Asetetaan kaikille n € N

fulz;) = Zajxj kun (z;) € (.
j=1

Tallsin f,: ¢ — R on lineaarinen kaikilla n € N ja

n

E :ajxj

=1

n

<Y lagllayl < Jnax ag] ||(z;)][ < oo.
p

[fnlj)| =
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Siten f,, on myds jatkuva kaikilla n € N. Jos > .>° a,x, suppenee kaikilla (z,) € ¢, on
oletuksen nojalla olemassa raja-arvo

fla) = age; = lim y ajz; = lim fu(z).
j=1 j=1

Koska ¢! on Banach-avaruus, on Lauseen 2.4 nojalla f jatkuva. Siten kaikilla e, = (0,...,0,1,0,...
¢ missi k:s alkio on nollasta poikkeava, on

|ak| = [fexl < [Ifllexlls = [I£1l;
eli (ag) € €.

Palautetaan mieliin Hilbert-avaruuksien kurssilta Fourier-kertoimista opittua. Erds L*([0, 27]):m
ortonormaali jonoa (e,)nez, saatiin funktioista

1 .
€n (t) wnt

1
= _6 e ——
V2T V2T
Naita kayttden maariteltiin f:n n:s Fourier-kerroin kaavalla
o~ 1 . 1
f(n)=— (x)e "™ dr = —
2m [0,27] V2T

Lisiksi funktiolle f € L*([0, 27]) kirjoitettin n:s Fourier-osasumma

(cos(nt) + isin(nt)), n € Z,t € 0,2

(f len).

salfiw) =Y Fk)e™,  welo,2a]
k=—n
Maéariteltiin liséksi n:s Dirichlet'n ydin asettamalla

n

. sin n—l—% T
Dufa) = ), e = S<i<n(:z/2)> 3

k=—n

Dirichlet’'n ytimien aritmeettista keskiarvoa
1

Ko (z) = > Di(z),  xze0,2q]

n+1k:O

kutsuttiin Fejérin ytimeksi. Osasummista ja ytimisté todisteettiin seuraavaa.

Lemma 2.6. Fourier-osasummilla s,(f;-) on integraaliesitys

sulfia) = — SODe D

B 27 [0,27

Lemma 2.7. (i) Kaikilla n € NU{0} on voimassa

1 2m 1 2m
— Ky(x)dx = — D, (z) =1,
2m J, 2 Jo
(i1) K, (z) > 0 kaikilla © € [0, 27], ja lisiksi kaikilla 0 < 6 <z < 27w —0 on
2
Kn(z) <

~ (n+1)(1 —cosd)
Lause 2.8 (Fejérin lause). Olkoon f: [0,27] — C jatkuva, f(0) = f(2x). Tdlldin

Ky % f— flloo — 0, kun n — oc.
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Tutkitaan seuraavaksi miten Banach-Steinhausin lausetta voidaan kayttda Fourier-sarjojen
yhteydessi. Osoitimme jo aikaisemmin Fejérin lauseen eli, ettd jatkuvien 27-periodisten funk-
tioiden Fourier-osasummien keskiarvo suppenee tasaisesti kohti funktiota. Vield jédi avoimeksi
mitd tapahtuu itse Fourier-sarjalle. Ehké hieman yllattden Fourier-sarjat eivit aina suppene:

Lause 2.9. On olemassa jatkuva 27-periodinen funktio f € C([0,2x]), jonka Fourier-sarja

k=—o00

hajaantuu pisteessd x = 0.

Todistus. Olkoon

salfie)= 3 Fk)e™,  wefo2n

k=—n

n:s Fourier osasumma. Naytdmme, ettd on olemassa sellainen jatkuva funktio f € C([0,27]),
jolla f(0) = f(2m) ja
sup |s,(f; 0) = o0

neN
Lemman 2.6 nojalla

sn(fi2) = o= | f{O)D(x = 1) dt = (Dy + f)(),

missd D,, on Dirichlet’'n ydin

_sin((n + 3)7)
Z ¢ sin()

Asetetaan kaikilla n € N

M) = sulfi0) = 5 [ 50D

Talloin kuvaus A, : C([0,27]) — C on lineaarinen ja

e 1l [
L[ sonucna] < o [Tiswnpa-oia< L [T io, 04

eli ||A,]| < (2m)7Y|D,|l1 < oo ja siten kukin A,, on jatkuva lineaarikuvaus. Osoitetaan seuraa-
vaksi, ettéd ||A,|| — oo kun n — oo jolloin Banach-Steinhausin nojalla on olemassa jokin

fe{geC(l0,27]) = g(0) = g(2m)}

|n 27r

jolle sup,,cn |An(f)| = o0
Osoitetaan ensin, ettd ||A,|| = (27)7||D,||1 ja sen jilkeen, etté || D, ||, — oo, kun n — oo.
Halutaan siis, ettd edella olleessa |A,(f)|:n arviossa epédyhtdlot ovat yhtélsitda. Haluttaisiin
siis ottaa funktioksi f funktio

1, kun D,(—t) >0
gn(t) =
—1, kun D,(—t) <0,
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jolloin olisi g, (t) Dy (—t) = |D,,(—t)| kaikilla t € [0, 27]. Olkoon ( f;) jono 27-periodisia funktioita
C([0, 27]):ssa siten, etté

-1 < f(t) <1 ja lim f;(t) = g, (%)

j—)OO

kaikilla ¢ € [0, 27]. Talloin Lebesguen dominoidun konvergenssin nojalla
2

1
[[Anl] = sup A fj = lim —— [ f;() Dy (1) dt
JjeN J—oo 2T 0
1 2T 2
[ Dt dt = —/ Dy (—1)| dt.
2 Jo

Osoitetaan lopuksi, etté ||D,||1 — oo, kun n — co. Tamé& ndhdaén arvioimalla

27 2T o3
/ym@wz/ ﬂl&i__dt>/|smn+))|g
. ] ¢ 2/

(n+3)m ds 2 1
= ins| — > — ins|ds=— — — 00,
/0 | sin s| . Zkﬂ/k1ﬂ|81ns| s WZI{? 00
k=1 (k—1) k=1

kun n — oo. O

Fourier-sarjoja tutkittaessa huomasimme myés, ettd jos f € L2, niin funktion f Fourier-sarja
suppenee L?-normin mielessi. Osoitetaan seuraavaksi Banach-Steinhausin lauseen avulla, etté
tissd avaruutta L? ei voida vaihtaa avaruuteen L.

Lause 2.10. On olemassa f € L'([0,27]) siten, etti

1F =3 Ftke™||, A0, kunn— co.

k=—n

Todistus. Olkoon kaikille n € N kuvaus T},: L'([0,27]) — L'([0, 27]) méiritelty

(Tof) (@) = s Z f(k)e®® = (D * f)(x),  x € 0,2n].

k=—n
Kuvaukset T,, ovat lineaarisia, koska Fourier-kertoimet ovat lineaarisia f:n suhteen. Lisdksi

Fl < 5 [ 1@ de = 1A,

T 27
joten kaikilla f € L'([0,27]) on

ITufll= 1] Y FR)e™ ]| < > IFRIe™ |l < @n+ D fl]
k=—n k=—n
Erityisesti kuvaukset 7;, ovat jatkuvia.
Kuten edellisenkin lauseen todistuksessa, nyt riittda osoittaa, ettd ||T,|| — oo kun n — oo,
jolloin Banach-Steinhausin lauseen nojalla 16ytyy viitteen kuvaus f. Kéytetddan tdhén apuna
jo aikaisemminkin kédytettyja Fejérin ytimia



