1. KERTAUSTA JA TAYDENNYSTA HILBERT-AVARUUKSIEN KURSSIIN

Maéritelmi 1.1. Olkoon E K-kertoiminen vektoriavaruus. Kuvaus p: £ — [0, 00) on normi
Essé, jos

(N1) p(z+y) < p(x) + ply) kaikilla z,y € E,

(N2) p(Ax) = |A|p(z) kaikilla z € E ja A € K, ja

(N3) p(z) = 0 jos ja vain jos = = 0.

Tavallisesti merkitaan ||z|| = p(z). Paria (E, || - ||) sanotaan normiavaruudeksi.

Kuvaus p: E — [0,00) on seminormi E:ssi jos se toteuttaa edellisen médritelmén muut
chdot paitsi ei vélttaméatta ehtoa (N3). Seminormi p méérittad4 normin tekijaavaruuteen E/ ~,
missi © ~ y joss p(z — y) = 0. (Semi)normia p(-) merkitdén usein || - ||.

Normiavaruus (E, ||-||) on taydellinen, jos (E, ||-]|) on tdydellinen metrinen avaruus. Taydellista
normiavaruutta kutsutaan Banach-avaruudeksi.

Kuvausta T': E — F sanotaan lineaariseksi, jos

T(ax + By) = aTx + BTy kaikilla =,y € F ja o, 5 € K.
Lineaarikuvaus on jatkuva jos ja vain jos sen operaattorinormi ||T|| on &érellinen, missé
Tl = sup [[T|[p.

[zl p<1
Palautetaan mieliin my6s merkinnét
L(E,F)={T: E — F|T on lineaarikuvaus},
L(E,F)={T: E — F|T on jatkuva lineaarikuvaus}.
Tapauksessa F = F' merkitsemme yleenséd L(E) = L(E, E).

Lause 1.2. Olkoon E ja F' normiavaruuksia ja (T,) jono lineaarikuwvauksia L(E, F'):ssd joka
suppenee pisteittdin kohti kuvausta T: E — F'. Tdlloin T on lineaarinen.

Hilbert-avaruuksien kurssilla huomasimme, ettd pisteittdinen suppeneminen ei kuitenkaan
riitd aina jatkuvuuden sdilymiseen. Tusaisen rajoituksen periaatteen eli Banach-Steinhausin
lauseen) avulllla (jonka kohta todistamme) tulemme huomaamaan, etté pisteittdinen suppene-
minen takaa rajafunktionaalin jatkuvuuden, jos ldhtéavaruus on Banach.

Maiaritelma 1.3. Banachin avaruutta E sanotaan Banachin algebraksi, jos avaruuden FE al-
kioille on mééritelty tulo £ x F — E: (x,y) — zy, joka toteuttaa ehdon

lzyll < llzl[llyll,  kaikilla .y € E,
ja liséksi algebran ehdot.
Muistutukseksi Algebran kurssilta: (F,+,-) on algebra, jos

z(yz) = (zy)z, (tulo on assosiatiivinen)
x(y+2) =xy + xz,
(x +y)z =22+ yz, (osittelulait)
(Ax)y = AMzy) = z(\y), (yhteensopivuus skalaarilla kertomisen kanssa)

kaikilla z,y,z € F ja A € K.
Hilbert-avaruuden kurssin perusteella £(E) on Banachin algebra, kun F on Banachin ava-

ruus.
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Lause 1.4. Olkoon E,F normiavaruuksia jo T: E — F lineaarinen bijektio. Télloin T—! on
lineaarinen ja

T! on jatkuva <= 3a >0 s.e. ||[Tz|| > al|z||,Vr € E.
Todistus. Jos x,y € F ja A\, p € K, niin
N te 4y Ty =T TONT e 4+ pT ) = THONTT Yo + yTTy) = T H(Mw + py),

eli T~! on lineaarinen. )
Oletetaan nyt, ettd 7-! on jatkuva. Voidaan olettaa, etté on olemassa zo € F'\ {0}, jolloin

|7 | -
0< W < [IT7I.
Siispa 0 < ||T7!|| < oo, joten HT—LH < 0. Jos z € F on mielivaltainen, niin ||z|| = ||T'Tx|| <
1T~ T|], joten
1
| Tz|| > WHxHa

joten viitteen a:ksi voidaan valita HT—l‘lH

Viitteen toisen puolen osoittamiseksi oletetaan seuraavaksi, ettd ||Tz|| > af|x|| kaikilla z €
E. Jos y € F on mielivaltainen, valitaan z = T~'y. Tillsin oletuksen nojalla

_ 1 1
177yl = ll=]] < =T = =[lyll.
oY oY
Siten ||T7!|| € 1/a < oo, joten T! on jatkuva. O

Seuraus 1.5. Olkoot E, F normiavaruuksia ja T: E — F lineaarinen bijektio. Tdlloin T on
homeomorfismi jos ja vain jos on olemassa vakiot o, § > 0 joille

allz|| < ||Tz|| < Bl|z|| kaikilla x € E.

Madritelma 1.6. Jos T € L(FE, F) toteuttaa Seurauksen 1.5 ehdon, sanomme kuvausta T
lineaariseksi isomorfismiksi ja avaruksia E ja F (lineaarisesti) isomorfisiksi.

Lause 1.7. Olkoot E ja F lineaarisesti isomorfisia normiavaruuksia. Tdlloin E on tdydellinen
jos ja vain jos F' on taydellinen.

Todistus. Olkoon T' € L(E,F) lineaarinen isomorfismi. Symmetrian vuoksi riittdd osoittaa
viiite vain toiseen suuntaan. Oletetaan siis, ettd E on tdydellinen. Olkoon ()5, Cauchy-jono
avaruudessa F'. T4lloin

T2 = Tl = 1T (@ = @)l < 1T [l — |

kaikilla n,m € N, joten (T'z,)%°, on Cauchy-jono avaruudessa E. Koska E on tiydellinen,
on olemassa y € F siten, ettd T 'z, — y, kun n — co. Siten

|20 = Tyllr = IT(T 2n) = Tylly < |TIT™ 20 — ylle — 0,
kun n — oo. Siten myos F' on taydellinen. O
Esimerkki 1.8. Osoitetaan, ettd jonoavaruus

c={(z,) : nh_{rolo x, on olemassa}

on isomorfinen jonoavaruuden

co ={(z,) : lim x, =0}
n—oo
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kanssa (kun molemmat varustetaan supremum-normilla).
Madritelladn T: ¢ — co: (25) = (Yn), missd y; = limy, 00 Tp, ja Yp = Tp1 — Y1, kKun n > 2.
Talloin T'(x,,) € ¢ ja T on lineaarinen. Liséksi

||T(xN)||w < Slég |xn| + |yl| < 2||(£ﬂ)||007

joten T on jatkuva. Mairitelldén seuraavaksi S: co — ¢: (Zp)neny — (Tna1 + T1)nen. TallGin S
on lineaarikuvaus ja

[15(@n)lloe = sup [&ni1 + 1] < 2|[(2n)]|oo,

neN

eli my6s S on jatkuva. Lisdksi T'S = id,, ja ST = id,, joten T on haluttu isomorfismi.

Lause 1.9. Olkoon E normiavaruus, F Banachin avaruus, M C FE vektorialiavaruus sekd
I': M — F jatkuva lineaarikuvaus. Talloin on olemassa yksikasitteinen jatkuva lineaarikuvaus
T: M — F, jolle Tz = Tz kaikilla z € M ja ||T|| = ||T||.

Todistus. Olkoon z € M. Téllsin 16ytyy sellainen jono (z,,) avaruudesta M jolle z,, — z kun
n — oo. Jos p,q € N, saadaan

Ty = Tig|| = |[T(zp — o)|| < |[T] [Jp — 4],

joten (T'x,) on Cauchy-jono avaruudessa F. Koska F' on Banachin avaruus, on télld jonolla
raja-arvo T'(z) = lim,, o Tz, € F.
Osoitetaan seuraavaksi, etta 7'(2) ei riipu jonon (z,,) valinnasta. Olkoon (y,,) jono avaruudessa

M siten, ettd z = lim,,_,o ¥,,. Olkoon u = lim,,_,, Ty, € F. T&lloin

T(z) —u= lim Tz, — lim Ty, = lim T(z, — y,) =0
n— oo n—oo n—oo

eli T(z) = u. Siten T(z) riippuu vain pisteesté 2.

Koska kaikille 2 € M jono (2)°, suppenee kohti alkiota z, on T(z) = lim, o Tz = Tz.
Siten 7' on kuvauksen T laajennus.

Osoitetaan seuraavaksi kuvauksen 7' lineaarisuus. Olkoon r,y € M ja a € K. Valitaan
sellaiset jonot (z,) ja (y,) avaruudesta M, ettd z, — = ja y, — y kun n — oo. Nyt myos
(xn + ayp) on avaruuden M jono ja x, + oy, — = + ay. Siten

T(z+ ay) = lim (z, + ay,) = lim Tz, + o lim Ty, = T(z) + oT(y).

Osoitetaan seuraavaksi, ettd ||T|| = ||T||. Jos z € M, valitaan jono (z,) avaruudesta M
siten, ettd x, — z. Téalloin Tz = lim,,_,, T'x,, ja siten

72l = T |[Tl| < lim [|T)] fal| = |T]]|]2]]

Koska tidmi oli totta kaikille z € M, on ||f|| < ||T’||. Toiseen suuntaan epayhtéloé on vield
ilmeisempi, silld [|Tz]] = [|Tz]| < ||T]| ||2|| kaikilla z € M.

Lopuksi viela osoitetaan kuvauksen T yksikésitteisyys. Oletetaan, ettd S on jatkuva lineaa-
rinen kuvaus M — F, jolle Sz = Tz kaikilla » € M. Koska S — T on my0s jatkuva on kaikilla
z € M voimassa

Sz —Tz= lim (Sz, — Tx,) =0

n—oo

missé (z,,) on jono avaruudessa M siten, ettd x, — z. Siten kuvaus 7" on yksikésitteinen. [
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1.1. Duaaliavaruudet. Jos E on vektoriavaruus jonka skalaarikunta on K, merkintdna
E' = L(E,K)

tarkoittaa avaruuden algebrallista duaalia. Duaalin ET alkiot ovat avaruuden E lineaarisia
muotoja eli funktionaaleja. Jatkossa merkitsemme usein (z, f) = f(z). Ehto (z, f) — (z, f)
médrittelee kanonisen bilineaarimuodon E x ET — K.

Maiaritelmé 1.10. Jos E on normiavaruus jonka skalaarikuntana on K, niin £* = L(F,K) on
avaruuden FE (topologinen) duaali.

Perusesimerkkiné duaaliavaruudesta otetaan fP-avaruuksien duaalit. Lause oli Hilbert-avaruuksien
kurssilla, mutta sen todistus ohitettiin. Kdydéan todistus nyt lapi.

Lause 1.11. Olkoon 0 < p,q < oo duaalieksponentit (eli 1/p + 1/q = 1). Tdlloin avaruuden
(7. |] - ||,) duaali on isometrisesti isomorfinen avaruuden (€2,|| - ||,) kanssa.

Todistus. Merkitdan kaikilla k € N, e, = (0,...,0,1,0,...) € ¢, missd k:s alkio on nollasta
poikkeava. Merkitdédn lisaksi

sn((xg)) = Zxkek = (1,22, ...,2,,0,...), kaikilla n € N.
k=1

T&lloin x = lim,, .« s, () avaruudessa /P.
Jos z* € (fP)*, x = () € (P jan € N, niin lineaarisuuden perusteella

<Sn(l‘)71’*> - Z$k<€k7$*> = Zxkyka
k=1 k=1

missé siis y, = (eg, 2*), kun k& € N. Koska 2* on jatkuva, on

n—oo n—o0

(x,z") = (lim s,(x),2%) = lim (s, (x),2") = Z:L‘kyk.
k=1
Néytetadn seuraavaksi, etté (yx) € ¢9. Madritelladan

M, kun g, # 0
Oék — Yk
0, kun y; = 0,

ja asetetaan

Wy = Zakek.
k=1

Talloin

lwally =D ol =Y el = [yl

k=1 k=1 k=1
ja siten
A=l =D e = (wn, 27) = [(wn, 27)|

k=1 k=1

< wnl[p|2"|] = (Zlyk|q> [la*]] = AYP[a*].
k=1
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Kertomalla tdmé epayhtélo puolittain A~Y/?:114 saadaan

n 1/q
(Z |yqu> = AV = AT < 7|
k=1

kaikilla n € N. Maéritelladn tdmén perusteella lineaarinen kuvaus
T (gp)* — 01" = (<ek,$*>)keN-

Osoitimme siis jo, etté ||T']] < 1.
Kadntéen, jos © = (xy) € P jay = (y) € ¢4, niin Holderin epdyhtialon mukaan

oo o0 00 1/p 00 1/(]
|Zxkyk‘ < E |ziy| < (E |xk|p> (E :|yk|q> ‘
= y k=1

=1 k=1

Siten lineaarikuvaus A, : @ — > oo Zxyy on jatkuva ja siten avaruuden (¢°)* alkio. Lisiksi

o0 1/q
[1Ay]] < (Zlyk|q> = [lyllq-

k=1

Magdritellddn siis
Sl — (P):y = Ay,
jolloin ||S]| < 1. Kaikille y € ¢4 on
TSy = ({ex, Ay))ren = (Yr)ren =y

ja kaikille z* € (/7)* on

(STx%)z = (S((ex, 2")ken)z = > zrlen, 27) = (2, 2%)

kaikilla z € ¢P. Siten S on operaattorin 7" kdanteiskuvaus ja 7' on isometrinen isomorfismi. [J

Lauseen 1.11 vuoksi (¢?)* usein samaistetaan ¢?:n kanssa. Koska duaalieksponenttien p ja ¢
asema on symmetrinen, on
() )y = () =e
eli /7 on refleksiivinen kun 1 < p < oo.

Edellisen lauseen kaltaisella paittelylld voidaan osoittaa, etté ¢ = ¢ ja (£1)* =2 ¢, Kuitenkin
(£>)* 2 (', (Duaali (£*°)* voidaan esittdd N:n dérelllisesti additiivisten mittojen joukkona.)

Maéritelma 1.12. Jos E on normiavaruus, niin £** = (E*)* on avaruuden E biduaali.

Duaaliavaruutena myos biduaali on aina Banach-avaruus. Méaritellaan nyt kaikille z € F
kuvaus

Joo B > K:z* — (z, x%).
Huomataan, etta J, € (E*)*, silld J, on lineaarinen:
Jolax® + By*) = (z, ax”™ + By") = alz, 2") + B(z, y") = alo(z”) + BL(y")
kaikilla z*, y* € E* ja «, § € K. Liséksi se on jatkuva:
|[Jo(2")] = [, 7)] < [|][ []=7]]
kaikilla x* € E*.



Niin saatua kuvausta
J.E—FE": 2~ J,
kutsutaan kanoniseksi kuvaukseksi.

Lause 1.13. Jos E on normiavaruus, niin kanoninen kuvaus J: E — E** on lineaarinen
1sometria.

Todistus. Olkoon x,y € E, o, f € K ja x* € E*. Talloin funktionaalin x* lineaarisuuden nojalla
(z*, J(ax + By)) = (ax + By, 2%) = oz, 2") + By, 27) = afz”, Jz) + B(z", Jy),
joten J(ax + By) = aJx + SJy. Lisdksi

|Jz[| = sup (2", Ja)| = sup [(z,2")| = ||z]|
|lz*[|<1 llz=|I<1

kaikilla z € E, joten J on isometria. ([l
Maaritelma 1.14. Normiavaruus E on refleksiivinen, jos J(E) = E**.
Esimerkki 1.15. Jos 1 < p < oo, niin #P on refleksiivinen: Jos ¢ on p:n duaalieksponentti, on
ey = ja

(z,y") = Zlﬂk@k,

keN
kun z = (x) € 7, y* = (y;) € (7. Siis

Ji P — (7Y = qr

on identtinen kuvaus.



