joten yhtalon ratkaisu saadaan Neumannin sarjana

f=-T)"g=> (D).
k=0
Merkitaéan
Inv(L(E)) :={T € L(F) : T kiaantyvi}.
Jos S, T € Inv(L(FE)), niin yhdistetty kuvaus ST € Inv(L(F)) ja (ST)™' = T-1S~!. Lisiiksi jos
S eInv(L(E)), myss St € Inv(L(F)). Siten Inv(L(E)) on ryhmé.
Lause 5.8. Olkoon E Banach-avaruus. Talloin
(i) jos T € Inv(L(E)) ja S € L(E) toteuttaa ||S|| < ||T7Y|™", niin tilloin T — S €
Inv(L(E)) .
(ii) Ryhmd Inv(L(E)) on avoin avaruudessa (L(E), || |]).

Todistus. Koska T' € Inv(L(E)), niin T — S = T(I —T~1S), missi oletuksen nojalla ||[T~1S]|| <
|77 ||S|| < 1, joten Neumannin sarjan nojalla I — T—1S € Inv(L(E)), ja edelleen T — S €
Inv(L(E)). Témén perusteella my6s Inv(L(E)) on avoin. O
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6. DUAALIAVARUUDET
Jos F on vektoriavaruus jonka skalaarikunta on K, merkintina
E' = L(E,K)

tarkoittaa avaruuden algebrallista duaalia. Duaalin ET alkiot ovat avaruuden FE lineaarisia
muotoja eli funktionaaleja. Jatkossa merkitsemme usein (z, f) = f(z). Ehto (z, f) — (x, f)
médrittelee kanonisen bilineaarimuodon E x Ef — K.

Maiaritelméi 6.1. Jos E on normiavaruus jonka skalaarikuntana on K, niin £* = £(E,K) on
avaruuden F (topologinen) duaali.

Niin siis £* C ET.

Lause 6.2. Jos E on normiavaruus, nin (E*,|| - ||) on Banach-avaruus.

Todistus. Koska K on Banach ja E* = L(FE,K), seuraa véite Lauseesta 5.4. 0
Perusesimerkkinéd duaaliavaruudesta otetaan ¢P-avaruuksien duaalit.

Lause 6.3. Olkoon 0 < p,q < oo duaalieksponentit (eli 1/p + 1/q = 1). Tdlléin avaruuden
(20 |lp) duaali on isometrisesti isomorfinen avaruuden (€4,| - ||,) kanssa.

Todistus. Merkitddan kaikilla k € N, e, = (0,...,0,1,0,...) € 7, missd k:s alkio on nollasta
poikkeava. Merkitasan lisaksi

sn((zr)) = Zxkek = (z1,29,...,%,,0,...), kaikilla n € N.
k=1

Talloin = = lim,, 4 s, () avaruudessa (7.
Jos x* € (P)*, x = (x1) € ¢? jan € N, niin lineaarisuuden perusteella

<Sn($),£lj'*> = Z$k<€k,ﬂf*> = Zxkyka
k=1 k=1

missa siis y, = (ex, %), kun k € N. Koska x* on jatkuva, on

(x,2") = (lim s,(x),2%) = lim (s, (x),2") = Z:L‘kyk.

n—oo n—oo
Néytetaan seuraavaksi, ettd (yx) € ¢9. Madritelladan

M, kun gy, # 0
Oék = Yk
0, kun y, = 0,

ja asetetaan

n
Wy = Z ALEL.
k=1
Talloin

n n n
lwallp = lowl” = gl = [ul®
k=1 k=1 k=1

39



ja siten

A=) el =) anye = (wn, 2) = [(wy, 27)|
k=1 k=1

1
n P
< Jwallp||=7]| = (Zlyk|q> [l*[] = AYP||2*|].
k=1

Kertomalla tdmé epayhtélo puolittain A~Y/P:114 saadaan

n Uq
(Z ryk!q> = AV = AT < 7|
k=1

kaikilla n € N. Maéritelladn tdmén perusteella lineaarinen kuvaus
T: (P)" — 0% 2" — ({e, ") ) pen-

Osoitimme siis jo, ettéd ||7]| < 1.
Kadntéen, jos © = (xy) € P ja y = (yx) € ¢9, niin Holderin epdyhtéalon mukaan

> o 0o 1/p 00 1/q
| Zxkyk‘ < Z [zrye| < (Z |xk|p> (Z |yk|q> ‘
k=1 k Pt

=1 k=1

Siten lineaarikuvaus Ay: x — > 7~ | Y, on jatkuva ja siten avaruuden (¢°)* alkio. Lisiksi

00 1/q
1Ayl < (Z ka|q> = [|yllq-
k=1

Maééritelldan siis
Sl — (P)y— Ay,
jolloin ||S]| < 1. Kaikille y € ¢4 on

TSy = ({ex, Ay) )ren = (Yr)ren =y
ja kaikille z* € (/7)* on

(STx")z = (S((ex, 2*))ken)z = > zrlen, x7) = (2, 2%)

kaikilla z € ¢P. Siten S on operaattorin T kd#dnteiskuvaus ja T on isometrinen isomorfismi. [J

Lauseen 6.3 vuoksi (¢7)* usein samaistetaan ¢%:n kanssa. Koska duaalicksponenttien p ja ¢
asema on symmetrinen, on

() y = (oo = 0

eli /7 on refleksiivinen kun 1 < p < oo.
Edellisen lauseen kaltaisella pdittelylli voidaan osoittaa, ettéd ¢ = ¢ ja (¢1)* = ¢°>°. Kuitenkin
(£>)* 2 ¢*. (Duaali (£>°)* voidaan esittid N:n ddrelllisesti additiivisten mittojen joukkona.)
40



6.1. Hilbert-avaruuden duaali. Olkoon F Hilbert-avaruus jonka skalaarikunta on K ja z €
E. Olkoon f,: E — K kuvaus

2z (z|x), z e E,

missi (- |-) on sisdtulo £ x E — K. Télloin f, on lineaarinen sisétulon ominaisuuksien nojalla.
Kuvausta £ — E*: x — f, sanotaan usein kanoniseksi kuvaukseksi.

Lause 6.4 (Fréchet-Rieszin lause). Jos E on Hilbert-avaruus ja f.(z) = (2| x) kaikilla x, z €
E, niin kuwvaus A: E — E*: x — f, on isometrinen bijektio joka on liittolineaarinen (eli
additivinen ja A(cx) = ¢\(x) kaikilla z € E ja c € K.)

Todistus. Liittolineaarisuuden jalkimméinen osa seuraa suoraan sisdtulon ominaisuuksista:
fea(2) = (2] cx) = e(z] ) = cfa(2).
Cauchy-Schwarzin epéayhtélén nojalla
[fo(2)] = [z [ 2)| < [=I[]]l,
joten f, € E* ja ||f:|| < ||z||. Toisaalta, valitsemalla z = = saadaan
2] = (¢ |2) = fa(z) = | fo(@)] < | fall 2],

joten myos ||z|| < ||fz]|- Siis ||fz]| = ||z|| kaikilla € E, eli kuvaus A on isometria £ — E*.

Koska jokainen additiivinen isometria on injektio, on viitteestd endd osoittamatta surjektii-
visuus. Olkoon siis f € E* mielivaltainen. Jos f = 0, niin f(z) = (2|0) jokaisella z € E, eli
f = f5. Voidaan siis olettaa, etti f # 0. Merkitdin

M =Ker(f)={z€ FE : f(z)=0}.

Koska f on jatkuva ja {0} on suljettu skalaarikunnassa K, on M = f~!({0}) avaruuden F
suljettu vektorialiavaruus. Lauseen 3.22 nojalla £ = M & M=, missi ortokomplementti

M*={z € E : z 1 2 kaikilla z € M}.

Koska f # 0, niin M # E ja siten M+ # {0}. Siispi voidaan valita y € M+ \ {0}.
Olkoon z € E mielivaltainen. Havaitaan, ettéd tdalloin lineaarisuuden perusteella

F(f Ry = fy)z) = f(2)f(y) = fFw)f(z) =0,
joten f(2)y — f(y)z € Ker(f) = M. Koska y € M+, niin

0= (f(2)y = fW)zly) = F(2)yy) = Fy)(z]y).
Koska edelld (y]y) = ||y||* > 0, saadaan esitys

()N ( f(y) ) _ . O]
T = 1) = (F|pey) = Gl kmze Biaw=1ppy
Siis f(z) = (2] x) = fu(2) kaikilla z € E, joten f = f, = Ax. Siispd A: E — E* on surjektio.

UJ
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6.2. Transpoosi. Olkoon F ja F' normiavaruuksia, joilla on skalaarikuntana K. Olkoon T €
L(E,F) jay* € F*. Talloin yhdistetty kuvaus y* o T' € E*. Merkitdin

T (y*) :=y" o T, yt e Fr.
Tallon siis
(T"(y") (@) = (y" o T)(x) = y"(Tx)
eli
(x, T*y") =Tz, y")
kun z € F jay* € F™.
Maaritelméi 6.5. Edelld méariteltyd kuvausta T*: F* — E* sanotaan operaattorin 7' (topo-
logiseksi) transpoosiksi (tai adjungaatiksi).
Lause 6.6. Olkoot E ja F normiavaruuksia jo T € L(E, F). Talldin transpoosi T* € L(F*, E¥)
Ja [[T*|] = [IT1].
Todistus. Osoitetaan ensin, ettd T™ on lineaarinen. Olkoot siis y*, 2* € F*, a,f € Kjax € E.
Talloin
(x, T (ay* + 52%)) = Tz, ay* + 2") = Tz, y*) + BTz, z*)
= oz, T"y") + plx, T*2") = (z, at™y* + T*2").
Siis T*(ay* + pz*) = oT™y* + fT*z* eli T* on lineaarinen.
Osoitetaan seuraavaksi T* jatkuvaksi. Olkoot y* € F* ja x € E. Tallsin
[z, Ty") | = [Tz, y") <yl [[T]] < [T |yl

joten
Tyl < ITI My"ll, " e F™
Siispa T™: F* — E* on jatkuva lineaarinen operaattori ja
7| < [|T]-

Toisaalta normin duaalikaavan (Todistetaan Banach-avaruuksien kurssilla) nojalla

[Ta|] = sup [(Tw,y")[= sup |(z, T"y")| < sup |[[z[[[[T7y[| = [|T"|[]|=]]
ly*]I<1 ly*|I<1 RIS

kun z € E. Siis ||T|| < [|T*]], joten ||T™*|| = ||T]. O
Esimerkki 6.7. Olkoon T': /' — ¢, kuvaus

sz(Za:j,ij,...>, z = (z;) €.
j=1 =2

Kuvaus T on selviisti lineaarinen ja kaikille z € ¢! on

) ) 0o
Y a| <supd oyl <Yl = |l
.7 neN . -
j=n n=j j=1

joten T on jatkuva. Madrataan T*: ¢ — (€1)*. Koska ¢ = ¢! ja (£1)* = (>, niin T*: (' — (.
Lisdksi, kun z* = (z,) € ¢>°, niin

(er, 2°) = 2, kun e, = (0,...,0,1,0,...) €' jak € N.
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Olkoon y* = (yx) € ¢! mielivaltainen. T#ll6in jokaisella k € N on
k
<€k7 T*y*> = <T6k7 y*> = Zyja
j=1

silld Tep, = (1,1,...,1,0,...). Siis
Ty = (Z yj> ,
J=1 neN

Annetaan vield pari méaaritelméé, joihin ei ehdité kurssilla sen syvéllisemmin tutustumaan.

kun y* = (yx) € (%

Maéiritelméi 6.8. Olkoon H Hilbert-avaruus. Operaattori T' € L(H) on

e normaali, jos TT* =T*T,
e hermaiittinen eli itseadjungoitu, jos T =T,
e unitaarinen, jos TT* =T*T = 1.

7. OPERAATTORIN SPEKTRI

Kappaleen 7 sisdllosté ei tulla kysymé&an tentissé.
Olkoon H jatkossa kompleksikertoiminen Hilbert-avaruus.

Madéritelmé 7.1. Olkoon T € L£(H). Talloin T spektri on
O(T)={reC : T — A\ eiole kiddintyvi}.

Joukon §(T") alkiot ovat T:n spektraaliarvoja, ja C\ §(T):m alkiot ovat sddnndéllisia arvoja.
Operaattorin T' ominaisarvojen joukko eli pistespektri on

6,(T) ={N € C : on olemassa z € H \ {0} s.e. Tz = \z}.

Vastaavia ominaisvektoreita ovat ne x € H \ {0}, joille Tz = .

Huomautus 1. (i) Operaattorin 7" ominaisarvot ovat myos spektraaliarvoja. (Harjoitustehtavi)
(ii) A € C on spektraaliarvo tasmélleen silloin, kun 7" — AI ei ole bijektio. (Harjoitustehtéva)

Lause 7.2. Olkoon H Hilbert-avaruus ja T € L(H).

a) Jos |A| > [|T||, niin X\ ¢ 6(T)

b) §(T) on kompakti epdtyhji joukko.
Todistus. a) Jos |A| > ||T|, niin [[A\7T|| < 1, joten I — A~T on kélintyvi Lauseen 5.6 nojalla.
b) (Epétyhjyys harjoitustehtévi.) Kohdan a) nojalla riittad osoittaa 6(7") suljetuksi. Mééritellddn

F:C— LH): AT —A.
Nyt
F () = FOV[ = [T = pI = (T = AD)|| = | = Al
joten F' on jatkuva. Lauseen 5.8 nojalla kiddntyvien operaattoreiden joukko Inv(L(H)) on avoin.
Siispé
0(T) = F7H(L(H) \ Inv(L(H)))

on suljettu. O
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Lemma 7.3. Olkoon H Hilbert-avaruus ja T € L(H). Tdlloin
ST ={): xed(D)}
Todistus. (Harjoitustehtava) O
Esimerkki 7.4. Olkoon T' € L(¢?) siten, ettd T'(xy,2o,...) = (0,21, 22, ...). Tavoitteena on
selvittad mita ovat ||T']|, T, 0,(T) ja 6(T).
Ensinnékin
T[] = |||

kaikilla z € ¢2, joten ||T|| = 1.
T*(y1,y2,--.) = (y2,¥3,...). Tamin osoittamiseksi otetaan y* = (yx) € (£2)* = 2, v =
(z1) € % ja merkitidin z = (z;) = T*y*. Adjungaatin mééritelméin nojalla

inzi = <LL’, T*y*> - <T:L’, y*> = in—lgi
k=1 k=2

eli Zi = Yir1 kaikilla 3.
Tutkitaan seuraavaksi ominaisarvojen joukkoa d,(7). Olkoon siis A € C\ {0} siten, ettd
Tx = Az. Talloin siis

(0,.1'1,5[)2, .. ) = ()\33'1,)\{132, .. .),

joten 1 = % =0, 22 = § =0, ja niin edelleen. Siten T:114 ei ole ominaisarvoja, eli 6,(7) = (.

Tutkitaan lopuksi spektrid (7). Osoitetaan, etta
I(T)={NeC: |\ <1}
Osoitetaan tdméi Lemman 7.3 avulla. Olkoon siis [A| < 1. Etsitéin y € £2 siten, ettd T*y = \y,

eli

(Y2, Y3, ---) = (Ay1, Aya, .. . ).
Télle yhtélolle erds ratkaisu on
y=(1,\ ) ...),
jolloin y € £? silla

[e.9]

lylls =Y WP < oo

=1

Siispa A € 6,(T™) C 6(T™). Koska
{AeC:|N<1}={reC:|)<1},
on Lemman 7.3 nojalla
{AeC: |\ <1} Co(T).
Koska Lauseen 7.2 nojalla §(T") on suljettu, on
{AeC: N <1}={XeC: |\ <1} CHT).

Toisaalta ||S]| = 1, joten Lauseen 7.2 nojalla A\ ¢ 6(7) jos A > 1.
Lause 7.5. Olkoon H Hilbert-avaruus ja T € L(H). Tdlldin

a) Jos p on polynomi, niin §(p(T)) = {p(n) : n € o(T)}.

b) Jos T on kidintyvd, niin 6(TY) = {u=t : p e §(T)}.
14




