4. FOURIER-SARJAT

Tutkitaan seuraavaksi tarkemmin Esimerkissd 3.24 (2) esitelty# avaruuden L?([0,27]) orto-
normaalia jonoa (e,)nez, missi
1
Madéritelladn f:n n:s Fourier-kerroin kaavalla

N 1 . 1
fln) = o~ . (z)e™"" do = E(f | en)-

(Huomaa, ettd tédssd mééritelty Fourier-kerroin f(n) poikkeaa Madritelmén 3.26 Fourier ker-
toimesta vakiokertoimen \/%7 verran.)

en(t) (cos(nt) + isin(nt)), n € Z,t € |0, 2m].

Esimerkki 4.1. Olkoon f trigonometrinen polynomi eli muotoa

N N
flz) = Z cn€™ = /21 Z Cnen(T),
n=—N n=—N
missé ¢, € C ja N € N. Talloin funktion f Fourier-kertoimet ovat

N .
~ 1 Cn, jos —N<n<N
f(n) - \/g(f | en) - k:Z_N Cn(en | €k) o {07 muuten.

Médritellién funktiolle f € L?([0,27]) sen n:s Fourier-osasumma

sa(fi2) =Y flk)e™,  xelo,2x).

k=—n

Huomaa, ettd Fourier-osasumma s,(f;x) on jatkuva x:n trigonometrinen polynomi ja siten
jatkuva z:n suhteen.

Lemma 4.2. Fourier-osasummilla s,(f;-) on integraaliesitys

sulfi0) = — [ F(O)Dalz — 1) dt,

S 2m [0,27]

missd
n

ke SN n—i—% T
D)= 3 et = dnlln £ 3)2) . /2; )

on n:s Dirichlet’n ydin.

~

Todistus. Suoraan Fourier-kertoimen f(n) méaaritelméstd saadaan

n

sn(fi2) = Z Flk)e™s = Z <% F(t)e ikt dt) pike

k=—n k=—n (0,27]
_ 1 m)ﬁyWﬂa:i- F(O)Du(x — 1) dt
21 2 " ’
[0,27] k——n [0,27]
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Viitteen esitys summalle sini-funktioiden avulla saadaan geometrisen sarjan summakaavan ja
Eulerin kaavan e — e = 2isinu avulla

2n 1— 67L(2n—i—1):t e—inr _ 67L(n—&—1)ac

n
Dn(l’) — § ezkx — e*'mz E /‘ezkaz — efzna: . — — . —
— € — €

k=—n k=0

e—it/2 g—inz _ i(n+l)z  —i(ntg)e _ gilntg)e B sin((n + %)x)

C e—ix/2 1 — eix - e—ir/2 _ piz/2 - sin(x/2)
0
Dirichlet’'n ytimien aritmeettista keskiarvoa
1 n
K (v) = ~ — %Dk(a’), z € [0,27]
kutsutaan Fejérin ytimeksi. Taméa kayttaytyy paremmin kuin Dirichlet’n ydin.
Lemma 4.3. (i) Kaikilla n € NU{0} on voimassa
1 27 1 27
o, (2)dz = i ()
(i1) K, (z) > 0 kaikilla © € [0, 27], ja lisiksi kaikilla 0 < 6 <z < 27w —0 on
2
K,(x) < .
(2) < (n+1)(1 — cos?)
Todistus. (i) Koska
1 21 ) —
1 Gint gy — 1, kunn=20
2 J, 0, kunn #0,
on
1 2m n 1 2w )
— D,(z)dz = Z —/ ekt dy =1
2m Jo 2m Jo
k=—n
kaikilla n € NU {0}. Sama pétee my6s ndiden aritmeettisille keskiarvoille K.
(ii) Lemman 4.2 todistuksessa huomasimme, etta
—inz _ i(n+1)z
e e
D,(z) = .
="
Siten
1 n 1 "o _—ikx _ i(k+1)zx n —ikx __ n i(k+1)z
Ko() = —— 3" Dua) = -3 C T Sk T die
n+1 4~ n+1< 1—e (n+1)(1 —e™)
e et (] it e) (it e _ 1) ] — cos((n + 1)a)
 (n+ DA =er)  (n+1D(1—e®)(1—e)  (n+1)(1—cosz)
Erityisesti K,,(xz) > 0 kaikilla « € [0, 27] ja kaikilla 0 < 6 <2 <27 — 0 on
Ko () < 2
n\T) > .
(n+1)(1 — cos?)
0
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Tutkitaan seuraavaksi Fejérin ytimen kéyttdytymistd konvoluutiossa. Madritelladan (téssi)

konvoluutio )
1 ™
(93 D)= o [ Fb)gte— 1t
T™Jo
kaikille jatkuville 27-periodisille kuvauksille f,g: [0,27] — C. Muuttujanvaihdolla ndhdéan,

etta

gxf=1rxg
Lause 4.4 (Fejérin lause). Olkoon f: [0,27] — C jatkuva, f(0) = f(2x). Tdlldin
| Kpn* f— flloo = 0, kun n — oo.

Todistus. Oletuksen f(0) = f(27) nojalla f voidaan jatkaa 2m-periodisena funktiona koko re-
aalilukujen joukkoon. Lisdksi funktiot K, ovat 2m-periodisia.
Olkoon € > 0. Koska f on tasaisesti jatkuva, on olemassa 0 > 0 siten, etti

u| < 6 = |f(z +u) — f(z)| < % kaikilla = € [0, 27].
Merkitddn M = || f]|co. Lemman 4.3 (ii) nojalla on olemassa ng € N siten, etté
€
<K, -
0 < K,(u) < YYi
kaikilla § < u < 27 — § ja n > ng. Nyt Lemman 4.3 (i) ja 2m-periodisuuden nojalla

(5 Pla) = £@)] = |7+ Ka)o) = ) = |5 [ (7o +0) = @) Kou) du

1 21
<o [ 1) — @) Ko(u) du
1 1 6 1 27 —9
< — d — 2M K, (u)d
< or |, p ol dut oo () du
el (7 1 [ € € €
< K,(u)d — IM—du < = 4+ = =
—227r/ () “+27r5 =gty T
ja siten viite on todistettu. 0

Seuraus 4.5. Jos f € C([0,27]) on 2w-periodinen ja jos f(k) = 0 kaikilla k € Z, niin f = 0.

Todistus. Lemmojen 4.2 ja 4.3, seké integraalin lineaarisuuden nojalla

n

(£ * [)(x) = ((n—li—lsz> *f) <w>:n41—12(Dk*f n+1zsk fix)

kun x € [0, 27] ja n € N. Koska oletuksen nojalla f(k:) = 0 kaikilla k¥ € Z, on K,, * f = 0 kaikilla
n € N. Siten Lauseen 4.4 nojalla f = 0. U

Olemme siis osoittaneet, ettd jatkuvien kuvausten tapauksessa Fourier-kertoimet méaraavat
yksikésitteiseti kuvauksen. Toisin sanoen Fourier-kertoimien méaéritelméssa kaytetyt trigono-
metriset funktiot virittavéat ainakin jatkuvien 27-periodisten kuvausten joukon. Osoitetaan seu-
raavaksi, ettéd jatkuvat 2m-periodiset kuvaukset ovat tiheéssé avaruudessa LP([0, 27]), jonka seu-
rauksena ne virittdvat myos kyseisen avaruuden.

Lause 4.6. Olkoon f € LP([0,27]), missd 1 < p < oo, ja € > 0 Tdlloin on olemassa 2m-

periodinen C™-funktio g, jolle ||f — g||, < €.
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Todistus. Jos g € C([0,2x]) on 2m-periodinen, niin Lauseen 4.4 nojalla ||K, * ¢ — g||cc — 0
kun n — oo. Siten myds ||K,, * g — g||, — 0 kun n — oo. Toisaalta K, % g on 27r-periodinen
C°°-funktio. Siten riittdd loytad f:44 approksimoiva 2m-periodinen g € C([0, 27]).

(Hyvin samanlainen todistus oli Harjoituksissa 2, Tehtéavéssa 3.)

Olkoon ensin f = yp suljetun joukon F' C [0, 27] karakteristinen funktio. Asetetaan

1 —ndist(z, [+, 27 — 1])

gn(w) = 1 + ndist(z, F) ’

Talloin g, on jatkuva ja 27-periodinen. Lisdksi g, — Xrn2+) pisteittdin. Siten Lebesguen
dominoidun suppenemisen perusteella

21 2
lim flgn — xr|lZ = lim / 190 (2) — X (@) = / lim [gn () — x#()” = 0.

kun z € [0,27] jan € N,

n—0o0

Jos A C [0,27] on avoin, on A€ suljettu ja approksimoiva funktio saadaan edellisen kohdan
avulla.

Olkoon seuraavaksi E C [0,27] Lebesgue-mitallinen ja ¢ > 0. Télléin on olemassa avoin
joukko A C [0,27] siten, ettd E C A ja u(A\ E) < (%)p. Olkoon g € C([0,27]) sellainen
27-periodinen funktio, jolle ||g — xal|, < §. Siten

€ 1 € €
lg = xelly < llg = xally +11xa = xslly < 5 +#(ANE) < 545 =

Olkoon lopulta f € LP(]0,27]) mielivaltainen. Télloin on yksinkertainen mitallinen funktio

n

g = ZanEj’

j=1
jolle ||f — gll, < €, miss& Ey,...,E, C [0,2n] ovat mitallisia ja a1,...,a, € C. Merkitddn
M = max{|a|,...,|a,|}. Jokaiselle i on olemassa 2m-periodinen g; € C([0, 27]) siten, ettd

€
|IxE — gilly < oM
Nyt kolmioepéayhtélon nojalla

1= aall, < 11F = gllo + {1 D asxe, — 9],
j=1 Jj=1

n n 6
<et+ > lagllxe, — gilly SGJFZMW = 2e.
j=1 j=1

Seuraus 4.7. Jono (e,)nez on Hilbertin kanta avaruudessa L*([0,27]), missd

1 .
en(x) = e’ r €10,27|,n € Z.
(@) = o= 0,24
Todistus. Olkoot f € L*([0,27]) ja € > 0. Olkoon 27-periodinen g € C([0,2n]) siten, etti
||f — gl]2 < e. Fejérin lauseen nojalla ||g — K, * g||2 < €, kun n € N on tarpeeksi iso. Toisaalta

1

Kyxg= nl 2 sk(g;7) = Z aker
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joillakin ay € C. Siten Lauseen 3.19 nojalla

|/ - Z(ﬂ@k)@ng <||f - Z arer ||, <|If = gll2 + Ilg — Kn % gll2 < 2e

k=—n k=—n
Siten Lauseen 3.32 kohdan c) perusteella (e,)nez on Hilbertin kanta. O

Koska nyt tiedimme (e,,)nez olevan kanta Hilbert-avaruudessa L%([0, 27]), saadaan Lauseen
3.32 perusteella esimerkiksi
e Parsevalin identiteetisti kaikille f € L?([0, 27])
1 > ~
——HfTb== 5= sw |f(@)fde = > P,

z€[0,27] e — o0

koska. F(n) = J4=(f | ).
e Plancherelin kaavasta kaikille f,g € L?([0, 27])

~(f19) = / s = 3 T

n=—oo
Fejérin lauseen nojalla Fejérin ytimilld siloittamalla lahestymme tasaisesti jatkuvia 27-periodisia

kuvauksia. Avoimeksi jii viela kuinka hyvin itse Fourier-osasummat approksimoivat jatkuvia
funktioita. Seuraava lause antaa hieman lisétietoa tésté.

Lause 4.8. Jos f: R — R on 2m-periodinen ja on olemassa L € R siten, etti
|f(x) = fW)| < Lz —y|  kaikilloz,y € R

(eli jos f on Lipschitz-kuvaus), niin funktion f Fourier-osasummille

Z f e* — f(x), kunn — oo,

k=—n
kaikilla x € R.

Todistus. (Ei vaikea, muttei todisteta tésséi.) O
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5. LINEAARISET OPERAATTORIT

Palataan nyt takaisin lineaaristen operaattoreiden ja erityisesti niiden muodostamien vekto-
riavaruuksien tutkimiseen. Muistutuksena kuvausta T": ' — F' sanotaan lineaariseksi, jos

T(oax + By) = aTx+ Ty  kaikilla z,y € E ja o, f € K.

Aikaisemmin huomasimme, etté lineaarikuvaus on jatkuva jos ja vain jos sen operaattorinormi
||T|| on &érellinen, missa

Tl = sup [[T|[p.

||zl m<1
Merkitédan nyt
L(E,F)={T: E — F|T on lineaarikuvaus},
L(E,F)={T: E — F|T on jatkuva lineaarikuvaus},

ja tapauksessa F = F merkitsemme £(F) = L(E, E). Ensimméinen huomio on, ettéd jatkuvat
lineaarikuvaukset varustettuna operaattorinormilla muodostavat normiavaruuden.

Lause 5.1. Olkoot E ja F normiavaruuksia joiden kerroinkunta on K. Tdlloin L(E,F) on
K-kertoiminen normiavaruus, jossa normina on operaattorinormi.

Todistus. Summaoperaattori méaritelldan pisteittain
(S+T)(z) =Sz + Tx, kaikilla z € E,S,T € L(E, F)
kuten myo6s skalaarilla kertominen
(AT)x = \NT'z) kaikilla z € E,T € L(F, F),X € K.

Kumpikin operaatio on suljettu L(E, F'):ssé (harjoitustehtéva).

Osoitetaan seuraavaksi, ettd ||-|| on normi L(E, F'):ssé. Tésté seuraa erityisesti, ettd L(E, F)
on myos suljettu yhteenlaskun ja skalaarilla kertomisen suhteen. Olkoon siis S,T € L(E, F) ja
x € E siten, ettd ||z|| < 1. Talloin

(S +T)allr = [[Tw + Sz|lr < [|Szl||p + [[Tx|[r < [|S]] +[IT1],
ja kolmioepayhtilo on siten voimassa. Olkoon lisdksi A € K. Télloin
|AT)z||p = [|ATx|[r = [A | T2||F,

joten normin ehto (N2) on my6s voimassa. Ehdon (N3) osoittamiseksi oletetaan, etté ||7'|| = 0.
Talloin ||Tx||p = 0 kaikilla z € E, joten T = 0. Siispa (L(E, F),|| - ||) on normiavaruus. O

Seuraavana tavoitteena on selvittdd milloin £(F, F') on Banach-avaruus. Avaruuden L(E, F)
jonon (7,,) suppenemista tutkitaan luonnollisesti operaattorinormin || - || mielessi eli T,, — T €
L(E,F), jos

lim ||T,, — T|| = 0.
n—oo

Heikompikin suppeneminen riittda lineaarisuuden séilymiseen. Sanomme, ettd f, — f pis-
teittédin, jos f,(x) — f(z). (Operaattorinormissa suppenemisesta selvisti seuraa pisteittdinen
suppeneminen, mutta kddnteinen ei ole totta.)

Lause 5.2. Olkoon E ja F' normiavaruuksia ja (T,) jono lineaarikuvauksia L(E, F'):ssd joka

suppenee pisteittdin kohti kuvausta T': E — F'. Tdlloin T on lineaarinen.
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Todistus. Suoraan kuvausten 7,, lineaarisuudesta

T(ax + py) = lim T,(ax + Py) = lim (aT,x + fT,y) = oTx + BTy.
n—o0 n— o0

Pisteittidinen suppeneminen ei kuitenkaan riité aina jatkuvuuden sédilymiseen.

Esimerkki 5.3. Olkoon avaruutena
P = {p : p on R-kertoiminen polynomi}
ja normina ||p[|e = supg<;<; |p(t)|. Médritellddn jokaisella n € N lineaarinen kuvaus
T,: P —=R:p—n(pl)—pl—1/n)).
Talloin T, € L(P,R), koska
| Topll < [np(1)] + nlp(1 = 1/n)| < 2n]|p[|-

Toisaalta

tin Ty PPN _ g 2LV 0D

joten jono (7},) suppenee pisteittdin kohti kuvausta 7': P — R: p — p/(1). Kuvaus T ei kuiten-
kaan ole jatkuva: jos p,(t) = t™, on

1Pnlloe = 1 ja |Tpy| = [p,,(1)| = n, joten ||T|| > sup | Tpn| = oo0.
ne

Lause 5.4. Jos E on normiavaruus ja F' Banach-avaruus, niin L(E, F') varustettuna operaat-
torinormilla || - || on Banach-avaruus.

Todistus. Olkoon (7},) Cauchy-jono avaruudessa L(FE, F') ja x € E. Télloin
| Tow — Tnallp = [[(Th — Ton)allp < |[Tn = Tl [ |2l ],

joten (7,z) on Cauchy-jono avaruudessa F. Koska F' on tédydellinen, suppenee jono (7),x)
Merkitaéan tata rajaa Tx. Lauseen 5.2 nojalla T': 2 — F on lineaarinen kuvaus.

Vield tulee osoittaa, ettda T € L(E,F) ja ||[T — T,|| — 0, kun n — oo. Olkoon € > 0.
Koska (7;,) on Cauchy-jono avaruudessa L(F, F’), on olemassa sellainen ny € N, ettd aina kun
n,m > ng, niin ||T,, — Tp,|| < e. Josz € E ja||z]| <1, on

|| T — Thx|r < e kun n, m > ny.

Siten
(T, — T)allr = |[Tx — Tallp = lim [[Tox — Tl <

eli T, — T on jatkuva. Edelleen T'= T,, — (T,, — T') on siten jatkuva. Edellisen arvion mukaan
myos ||T,, — T'|| < ¢, joten (T,,) suppenee kohti T":t& avaruudessa L(E, F'), ja (L(E, F),||-||) on
taydellinen. ([l

Operaattorien avaruudessa on myos algebrallista rakennetta, silli voimme maééritella sin-
ne operaattoritulon yhdistettynd kuvauksena: Olkoon T' € L(E,F) ja S € L(F,G). Télloin
madritellddn ST :=SoT.

Lause 5.5. Olkoot E, F ja G normiavaruuksia seki T € L(E,F) ja S € L(F,G). Tdlloin
ST € L(E,G) ja
1ST) < |ISI11/7]].
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Todistus. Olkoot x,y € E ja «, f € K. Télloin
ST (ax + py) = S(aTx + fTy) = aSTx + BSTYy,
joten ST € L(FE, Q). Jos x € E siten, etta ||z|| < 1, on
STl = 11ST2)l6 < IS 1Tl < [IS]] 1T
[

5.1. Neumannin sarja. Jos F on Banach-avaruus, T' € L(F) ja on olemassa jatkuva kéénteiskuvaus
T-! € L(F), sanomme kuvausta T kddntyviksi. Merkitiin jatkossa identtistd kuvausta

I=idg: F > FE:z—x
ja operaattorin T iteraatteja T° = I, T2 =T oT,TF =T oT o---oT (k kappaletta).

Lause 5.6 (Neumannin sarja). Olkoon E Banach-avaruus ja T € L(E). Jos ||T|| < 1, niin
operaattori I — T on kddntyvd ja

o0
-1 _ k
=T
k=0
missd kyseinen sarja suppenee itseisesti.

Todistus. Lauseen 5.5 nojalla ||T%|| < ||T||* kaikilla k € N, joten

o0 o
D NTHI <Y TN < oo,
k=0 k=0

silla ||T|] < 1. Koska £(E) on Banach-avaruus Lauseen 5.4 nojalla, suppenee sarja

S = lim S, —llmZTkEE (E)

n—00 n—00
=0

Lauseen 2.18 nojalla. Tarkastellaan seuraavaksi osasummia .5,,. Koska
(I-T)Sy=I+T+ - +T"—(T+T*+- -+ T =1 -T"" =5,(I -T),
niin
(I =T)S, —I|| <||[T""|| — 0, kun n — oo
eli (I —T)S = I ja vastaavasti S(I —T') = I. Siten I — T on bijektio ja S on operaattorin I —T
kédnteisoperaattori. O

Esimerkki 5.7. Palataan jéilleen johdannossa esitettyyn integraaliyhtdloon

/th =g(z), x€]0,1],

missé g € C([0,1]), K € C([0,1]?) ja || K[| < 1. Banachin kiintopistelausetta kéyttéen télle
16ydettiin jo yksikésitteinen ratkaisu Esimerkissd 2.33. Osoitetaan nyt sama kéyttden Neuman-
nin sarjaa. Asetetaan

— /OIK(x,t)f(t) dt, @ €[0,1],f € C([0,1]).

Aikaisemmin jo osoitettiin, ettd 7' € L(C([0,1])) ja ||T|] < ||K||w~ < 1. Sovelletaan nyt Neu-
mannin sarjaa operaattoriin 7'. Integraaliyhtdlo on nyt muotoa
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