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Matematiikan osahanke

« STACK-tilamuuttujien testaus ja integrointi (oma
webinaari)

* Matematiikan sahkoiset tentit

+ Kurssiaihiot:
« Monen muuttujan differentiaali ja integraalilaskenta

» Todennakdisyyslaskennan ja tilastotieteen
alkeiskurssi (materiaali)

» Matriisilaskennan alkeiskurssi

« Laskennallisten menetelmien ja MATLAB:in
alkeiskurssi (LaMat)

» Soveltava matriisilaskennan kurssi

» Laadkelaskennan kurssi terveydenhuoltoalan
opiskelijoille (oma webinaari tulossa)

« Matemaattisen mallinnuksen englanninkielinen
kurssikokonaisuus

» Graafiteorian johdantokurssi
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« 1.3 Todennakoisyyslaskennan aksioomat 1.5 Kokonaistodennakoisyys ja Bayesin kaava »

MATH APP210 ' 1. Todennakdisyys = 1.4 Ehdollinen todennakoisyys

Ehdollinen todennakoisyys

Olkoot A ja B kaksi tapahtumaa, joista tapahtuman B tiedetan realisoituvan. Ajatellaan nyt B C £ uudeksi
otosavaruudeksi, jossa tarkastellaan tapahtuman A realisoitumista. Jos lisdksi myds A tapahtuu, tiedetddnettd AN B
tapahtuu. Talléin tapahtuman A todennakdisyys ehdolla, ettd tapahtuma B on realisoitunut, on oltava tapahtuman

AN B C Btodennikdisyys otosavaruudessa B. Tata sanotaan tapahtuman A ehdolliseksi todennakdisyydeksi ehdolla B
jamerkitaan P(A | B).

Maaritelma 1.4.1

Olkoot A ja Btapahtumia ja olkoon P(B) > 0.Tapahtuman A ehdollinen todennakéisyys ehdolla B (conditional
probability) on luku

P(ANB)

P(A\B):W.

Liikenneonnettomuuksista 55 % aiheutuu kuljettajan huonosta ajotaidosta, 12 % auton teknisesta viastaja 5 %


https://www.aalto.fi/fi/aalto-yliopisto/alyoppi-menneet-webinaarit
https://plus.tuni.fi/math.app.210/2020/
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Materiaalipankin osoite on abacus.aalto.fi
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Antti Rasila obtained his PhD degree in mathematics in 2005 from the University of Helsinki, from
Positions
where he also holds M.Sc. degree in mathematics. Before joining GTIIT, he worked from 2006 to

/ Undergraduate Studics
: 2018 at Aalto University, Helsinki Metropolitan Area, Finland. His fields of interest include complex

analysis (in particular conformal invariants, harmonic mappings and quasiconformal mappings),

elliptic partial equations, 1p! ided and in e-learning in mathematics

education. He is also interested in of’ and

* Antin sahkopostiosoite on
antti.rasila [at] gtiit.edu.cn | e
tal antti.rasila [at] iki.fi — e R

' = = CLOSE

Dr. Rasila is an author 67 peer-reviewed publications, two Finnish language textbooks and electronic

study materials. He is a docent at University of Vaasa (Finland), and Guest Professor at Hengyang


mailto:simo.ali-loytty@tuni.fi
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Hankkeessa on kehitetty matematiikan
sahkoisia tentteja
* Tentit on toteutettu EXAM-tentteina <) Laske matriisin B = [

* Tenteissa automaattisesti arvioitavat tehtavat det(B) = 0
toteutettiin STACK-tehtavina erillisessa
Moodle-ymparistossa: http://alyoppi.mma.fi/ )[

* Tenttien muihin tehtaviin vastataan tyypillisesti
Matlabin Live Editorilla tehdylla pdf-tiedostolla

Vastauksesi tulkittiin muodossa:

o(am

O b =
S = N

3
6 } determinantti.
7

wn s =

23
5 9 ] kaksi viimeista saraketta matriisin
6 11

1

Back’)soita, ettd harmoninen sarja hajaantuu

= b) Kerro luonnollisella kielella, miten voidaan tutkia, onko annettu vektorijoukko kanta
Z =00 jonkin toisen vektorijoukon virittamalle vektoriavaruudelle.

I
=l —

Kyseessa on positiivisterminen sarja, joten kaytetaan integraalitestia sarjan tutkimiseen. Mikali funktio F = 1
X

suppenee, myos sarja suppenee. Funktio F on valittu tuollaiseksi, koska se kuvaa hyvin sarjan kayttaytymista.
Lopussa kuvaaja, jossa asiaa on selvennetty.

/ lle = lim / ldx = limlIn(¢) —In(1) = In(c) = o0
J1 X =] X =0

In(c) on luonnollisesti kasvava, joten nahdaan valittomasti, etta raja-arvo on aaretén. Koska funktio hajaantuu,
myos sarja hajaantuu. Oletuksena tehtavassa on, etta integraalitesti on paikkansapitava menetelma.


http://alyoppi.mmg.fi/
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Todennakoisyyslaskenta 4 op

(Insind66rimatematiikka 5, 5 op, vanha tekniikan puolen opintojakso)

Osaamistavoitteet

Opintojakson suoritettuaan opiskelija osaa
maarittad ongelmanratkaisutilanteessa
satunnaismuuttujan/satunnaismuuttujat ja
niiden otosavaruuden sek& maarittaa
tiheysfunktion. Opiskelija osaa maarittaa
tehtavana olevan tapahtuman
satunnaismuuttujien avulla ja osaa laskea
tapahtuman todennéakoéisyyden. Opiskelija
osaa tunnistaa ja laskea todennakoisyyksia
tavallisimmilla jatkuvilla ja diskreeteilla
todennéakoisyysjakaumilla. Opiskelija osaa
todennéakoisyyslaskennan laskusaantgja ja
tuntee tavallisimmat tunnusluvut,
odotusarvon, varianssin, keskihajonnan,
kovarianssin ja korrelaation.

Ydinsiséalto
« TODENNAKOISYYDEN KASITE JA LASKULAKEJA:

satunnaismuuttuja, otosavaruus, tapahtuma, klassinen
todennakdisyys, yhteenlaskusaanto, kertolaskusaanto,
ehdollinen todennakoisyys, kokonaistodennakoisyys ja Bayesin
kaava, tapahtumien riippumattomuus

TODENNAKOISYYSJAKAUMIA: diskreetti ja jatkuva jakauma,
tiheys- ja kertymafunktio, odotusarvo, varianssi ja keskihajonta,
tasainen jakauma, binomijakauma, Poisson-jakauma,
normaalijakauma, t-, F- ja khii*2-jakaumat

YHTEISJAKAUMAT: Diskreetti ja jatkuva jakauma,
marginaalijakaumat, riippumattomuus, kovarianssi, korrelaatio,
tilastollisen testauksen periaatteet. Keskeinen raja-arvolause.

Taydentava tietamys

» Tsebyshevin epayhtald, momentit generoiva funktio,

satunnaismuuttujan funktiot

« Satunnaismuuttujien funktiot,

otoskeskiarvon ja otosvarianssin jakauma, tilastollisia testeja.
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Tilastollisen paattelyn perusteet (5 op)

(vanha FM puolen opintojakso)

Osaamistavoitteet Asiasisalto

Opiskelija osaa yksinkertaisia todennékaoisyyslaskuja seka . Todennaksisyyslaskentaa,
kombinatoriikan alkeet. Han ymmartaa satunnaismuuttujan ja todennékdisyysjakaumia,

sen jakauman. Han pystyy yksinkertaisissa tilanteissa satunnaisotos, otossuure,

S ArEAMAS { . ttuian iak HAN tunt otantajakauma, parametrien estimointi,
Maarittamaan satunnaismuutiujan jakauman. Han tuntee hypoteesien testaus, R-ohjelmiston

odotusarvon ja varianssin ominaisuudet. Opiskelija tuntee kayttoa.
binomijakauman ja normaalijakauman ja osaa laskea naihin
liittyvia todennakdisyyksia. Opiskelija ymmartaa
satunnaisotoksen, otossuureen, otossuureen jakauman seka
otossuureiden kayton tilastollisessa paattelyssa. Opiskelija
ymmartaa estimoinnin ja hypoteesien testaukseen liittyvan
teorian opintojaksolla esitetyssa laajuudessa. Han tunnistaa
erilaiset estimointitilanteet, osaa valita tilanteeseen soveltuvan
luottamusvalin seka kayttaa sita tilastollisessa paattelyssa. Han
ymmartaa tilastollisen testauksen periaatteet ja osaa suorittaa
tilastollisen testauksen annetussa empiirisessa tilanteessa.
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Johdatus todennakoisyyslaskentaan ja tilastolliseen
paattelyyn (5 op) (uusi opintojakso)

Osaamistavoitteet

Opiskelija ymmartaa, mita todennakoisyydella
tarkoitetaan ja osaa laskea
todennakoisyyksia. Opiskelija ymmartaa
satunnaismuuttujan ja sen toteuman eron
seka todennakdisyysjakauman ja
kertymafunktion kasitteet ja erot jatkuvassa ja
diskreetisséa tilanteessa. Opiskelija hallitsee
tarkeimmat todennakdisyysjakaumat ja
keskeisen raja-arvolauseen. Opiskelija
ymmartaa, mita tarkoitetaan
todennakoisyysotannalla, piste-estimoinnilla,
valiestimoinnilla ja merkitsevyystestauksella.
Opiskelija kokee opiskellun teorian
empiirisesti relevantiksi. Opiskelija osaa
soveltaa kurssilla tarkasteltuja menetelmia
tilastollisella ohjelmistolla.

Asiasisalto

Todennakoisyyden kasite,
todennéakoisyyslaskennan laskusaantoja, ehdollisen
todennéakoisyyden ja riippumattomuuden kasitteet,
kokonaistodenndkoisyyden ja Bayesin kaavat.
Satunnaismuuttujan kasite, todennakdisyysjakauma
ja kertyméafunktio, satunnaismuuttujan sijainti- ja
vaihtelumittoja, diskreetteja ja jatkuvia jakaumia,
Keskeinen raja-arvolause. Todennakdisyysotanta,
piste-estimointi, valiestimointi, merkitsevyystestaus.
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Johdatus todennakoisyyslaskentaan ja tilastolliseen

paattelyyn (5 op) esitiedot

Pakolliset esitiedot: Lukion matematiikka tai vastaava

osaaminen.

Suositellut esitiedot (jokin alla olevista tal vastaava
osaaminen):

*MA]

"H.APP.111 Analyysin peruskurssi

*MA]

"H.APP.160 Differentiaali- ja integraalilaskenta

*DATA.STAT.110 Tilastotieteen johdantokurssi
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Johdatus todennakoisyyslaskentaan ja tilastolliseen
paattelyyn (5 op) ohjelmistot?

e Alkaisemmin kaytetty mm. SPSS tal Matlab

* Nykyisin kaytossa/opetetaan ohjelmistoja R tal Matlab,
mutta halutessaan opiskelija voi kayttaa SPSS, Excel,
Python, verkkolaskimet, ...
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Johdatus todennakoisyyslaskentaan ja tilastolliseen
paattelyyn (5 op) , Pekka Peren moniste

1 Johdanto

2 R: Nano-opas

3 Todennakoisyyslaskentaa

4 Kombinatoriikkaa

5 Diskreetit ja jatkuvat satunnaismuuttujat
6 Todennakoisyysjakaumia

7 Otannan teoriaa ja empiriaa
8 Piste-estimointi

9 Valiestimointi

10 Testiteoriaa

11 Testeja

Ei matemaattista analyysia. Esimerkeissa hyddynnetadn R-ohjelmistoa.

Oppikirja tekeilla tdman ja Tilastollisten menetelmien perusteet —kurssien siséalldista.
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Johdatus todennakoisyyslaskentaan ja tilastolliseen
paattelyyn (5 op), harjoitukset ja koe

Harjoitustehtavat:

- todellisista aineistoista ja tutkimuksista

- tulkinnallisia tehtavia paljon

- yksinkertaisia matemaattisia johtoja

- yksinkertaisten annettujen R-koodien ajoa

- Jaan opiskelijat pienrynmiin ja kannustan ratkomaan tehtavia pienryhmissa.

Koe:

- etatentti

- mahdollistaa R:n kaytdon kokeessa mutta vain apuvaline laskennassa

- kaikkea muita tietolahteitd saa hyddyntaa kokeessa paitsi muita ihmisia.
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Johdatus todennakoisyyslaskentaan ja tilastolliseen
paattelyyn (5 op), verkkotehtavat

Siisti kysyn
Kysymys 1 1.1 Peruskasitteits
. = - Ei vastattu 5 L A
Valitse yksi tai useampi:
ankKKeessa Oon laadittu automaattiSestl s
ta 1,00 Tiedan, mita tarkoitetaan satunnaiskokeella ja siitd mitattavalla/havainnoitavalla tuloksella seka osaan antaa molemmista esimerkkeja.

Ymmarran, mita tarkoitetaan sanottaessa, etta kokeen tulosten kaikki tulosvaihtoehdot muodostavat otosavaruuden.

arvioitavia Stack ja monivalintatentavia &=~

£ Muokkaa

erilaisiin tarkoituksiin.. ki

Ymmarran, mita tarkoitetaan sanottaessa, etta otosavaruuden osajoukot = tapahtumat.

Ymma Kysymys 7

Eivastattu
Hallits pisceeco00

kokonaispisteis
Osaan =1%

¥ Merkitse
En tieg ksyms
o . . £ Muokksa
kysymysta

Olkoon funktio f: IR — [0, 1] otosavaruuden (2 diskreetin satunnaismuuttujan X tiheysfunktio. Valitse paikkansa pitavat vaitteet.

Valitse yksi tai useampi:

a. Funktio f saa vain ei-negatiivisia arvoja.

b. Funktion f antamien kaikkien todennakaisyyksien summa on 1.

= MATHAPP.210-2020-2021-7 c. Funktion f arvo tietyssa otosavaruuden pisteessa on yhta suuri kuin kyseisen alkion realisoitumisen todennaksisyys.

TAU /Arvosanaan 1-2 riittévat taidot: |Arvosanaan 3-4 riittivit taidot: Arvosanaan 5 riittivat taidot:

Osaan soveltaa monipuolisestl diskreetteja

(Osaan tunnistaa, onko satunnaismuuttuja diskreetti [Osaan muodostaa seka diskreetin, etta jatkuvan ¢
todennakoisyysjakaumia, esimerkiksi hypergeometrista

& Osallistujat

\vai jatkuva ja laskea nilden todennaksisyyksia tasajakauman tiheysfunktion . Kysymys 18 Satunnaismuuttujan X tiheysfunktio on muctoa f(&) = ¢, missa ¢ on vakio. Tapahtumat A ja B maaritellaan:
jakaumaa. i vastattu A=1IX q i g i
= e X>5}aB={XecQ|X <6} mur tai kolmen tar
B Anvioinnit [mmarran, mita tarkoitetaan kertymafunktiolla ja o Osaan muodostaa vektoriarvoisen satunnaismuuttujan Vastauksesi on v =t pE=Ehr/s= I <
o (Osaan laskea MATLABIlla tunnettujen satunnaismuuttujien : Kokenaispisteis Maérita luku ¢ ja laske ehdollinen todennaksisyys P(A | B), kun
losaan iimoittaa tapshtuman todennakoisyyden =N kertymafunktion integraalilausekkeen ja laskea sen

tiheys- ja kertymafunkticiden arvoja. Malliratkaisu: 5,00

lkertymafunktion avulla MATLABIN avulla. (a) X ondiskreetti otosavaruutenaan {} = {4, 5,6, 7}.

o= [ ]
PAIB) = ]

O Yieisinfo, kysymykset
ja vastaukset

Funktio f: IR —y V Merki=e

(0saan muodostaa marginaalijakaumat ja niiden avulla kysymys

1. f(2) > 0. 28 Muokkes
2.3 fla) - o=

zefd

[Ymmarran satunnaismuuttujien riippumattomuuden

Tieda

Imarginaalijakaumat muodostetaan.

riaattes

, miten jatkuvan satunnaisvektorin
imaaritelman ja sen yhteyden tapahtumien

tutkia satunnaismuuttujien rilppumattomuutta
rilppumattomuuden kasitteeseen.

O Oppimateriaali Tiedan periaatteen, jolla maarittaa satunnaismuuttujan -
Vmmarran, etta satunnaismuuttujan X funktiot ! ! Osaan generoidan MATLABIlla tal muulla ohjelmalla
y ffunktion otosavaruus ja osaan muodostaa

i [V=h{X) avat uusia satunnaismuuttujia tunnetun satunnaismuuttujan funktion arvoja — b) X on jatkuva otosavaruutenaan §2 = [4, 7].
O Aoitusvikko w j satunnaismuuttujan funktion theysfunktion fan funi ’ 3.f(z)=P ®) . 4.7
e= [ ]
D Aiheviikke 1: Viikolla kisiteltavat aiheet: Tiheysfunktio on P(A ,’—‘
Todennaksi (A| B) =
aihe videot oppikirja kurssimoni muu iaali Oikeat vastaukse
Satunnaismuuttuja « Diskreetin satunnaismuuttujan ; ' .
oo + Diskreetti satunnaismuuttuja
jakauma ‘ .
* Jatkuva satunnaismuuttuja , Funktion f antz
O Aiheviikko 3:  Jatkuvan satunnaismuuttujan IS v N . ";J uk' Kertaustehtavat f Mallivastaus:
e — akauma + Satunnaismuuttujan funktio

0 Aiheviikko 4:
Todennaksisyysjakaurmia

0 Aiheviikko 5
Otosjakaumat ja
estimainti

[ Alheviikko 6:
Tilastollinen
testaaminen

D Anviointi ja loppukoe

D Esimerkkels ja
vanhoja materiaaleja

DO Vanhoja tentteja

« Satunnaismuuttujan funktiot
* Satunnaisvektorin jakauma
« Marginaaljakaumat

* Satu

smuuttujien
riippumattomuus

* Satunnaisvektori

* Marginaalijakaumat [Distributions

* Satunnaismuuttujien
riippumattomuus

+ Viikon 2 videoesimerkkien sivu

[Chapter 3: Random Variables and Probability

[Section 7.2: Transformations of Variables

Luku 2: Matlab-materiaaleja
Satunnaismuuttuja
Taso- ja avaruus
integraalit

Esimerkkivideot vilkolla 2
W Verkkotehtavat 2

I Tehvavat ja ratkaisut 2

LE htav ja ratkaiss

Pillotettu opiskelljoiita

Videoratkaisut 2

W Vilkon 2 laskuharjoitustehtavien 1-4 palautus

& Aiheviikko 2, harjoitustehtavien 5-6 palautus

Palauta tanne tehtavien 5-6 ratkaisut pdf-muodossa

Alheviikon 2 ryhmatehtavan palautus

Oma edistymiseni @

« Funktion f arve (a) X on diskreetti otosavaruutenaan £ = {4, 5,6, 7}. Pistetodennakdisyyksien summan tulee olla = 1, joten

7
PQ) =Y cr=cd+5+6+T)=22c=1=c= 2.
z=4

Koska A = {X € Q| X >5} = {5,6,7} e B= {X € Q| X <6} = {4,5}, on AnB=5a

pa|B)~ ZANB) _ 35

—Z° 50556
PB) 1. (dts) °

1. Mitka asiat jaivat epaselviksi talta viikolta verkkotehtavista tai harjoitustehtavista tai muista asioista? Minka asian kohdalla tuntui, ettet ymmartanyt niita
syvallisesti? Mitka asiat tuntuivat hankalalta talla viikolla?

2. Millaisia ahaa-elamyksia sait talla viikolla tai minka asian osaat jo hyvin? Mitka asiat tukivat talla viikolla oppimistasi?
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Johdatus todennakoisyyslaskentaan ja tilastolliseen

paattelyyn (5 op) tulevaisuus

Verkkotehtavat ovat saatavilla Abacus-portaalissa.
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