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Johdanto

Tamé luentomoniste on syntynyt kevaalla 2019 ja 2020 pitdmiéni kursseja Komp-
leksianalyysi 1692 varten. Aiempaa tuntemusta kompleksiluvuista ei ole edellytetty,
mutta hyva tuntuma yhden muuttujan funktioiden analyysiin (differentiaali- ja in-
tegraalilaskenta mukaanlukien sarjateoria) ja joihinkin usean muuttujan funktioiden
analyysin kohtiin (perusasiat tason topologiasta ja funktioiden differentioituvuudesta)
ovat tarpeen.

Kompleksiluvut ilmestyivit matematiikkaan kolmannen asteen yhtélon ratkaisu-
kaavan mukana 1500-luvun puolivilissi. Joissakin tapauksissa ratkaisukaavan tulok-
seen ilmestyy negatiivisten lukujen neliGjuuria, imaginaarisia lukuja (eli "kuvitteelli-
sia” lukuja). Niilld opittiin laskemaan, mutta niiden merkitys reaalisina objekteina jai
mysteeriksi 1800-luvun alkuvuosiin asti. Kompleksianalyysi ldahti kehittymadn 1800-
luvun alussa osin siitd oivalluksesta (Gauss ja Cauchy), ettd kompleksinen kéyriin-
tegraali ei riipu integrointitiestd. Funktiot, joita siihen aikaan tutkittiin, tunnetaan
nykyisin analyyttising funktioina eli sellaisina, jotka voidaan esittdd Taylorin sar-
jansa summana. Kurssiparissa Kompleksianalyysi 162 sarjateoriaa késitellidén vasta
jalkimmaisessd osassa; kayrdintegraalin riippumattomuus integrointitiestd ("analyy-
sin peruslause holomorfisille funktioille”) osoitetaan yhtapitaviksi kompleksisen pri-
mitiivin olemassaololle. Tétéa olemassaolo-ongelmaa selvitelldédn alustavasti kurssilla
Kompleksianalyysi 1 ja jatketaan kurssilla Kompleksianalyysi 2. Primitiivin olemas-
saolo kompleksimuuttujan funktioille on oleellisesti monimutkaisempi kuin vastaava
ongelma reaalimuuttujan funktioille.

Kurssin Kompleksianalyysi 1 alkuosan (monisteen luvut 1, 2 ja 3) teemoja ovat
kompleksilukujen perusominaisuudet, tdydennystéd tason topologiaan, kompleksinen
differentioituvuus ja sen yhteys vektorianalyysissa késiteltyyn differentioituvuuteen
sekd kompleksinen kéayriintegrointi. Aiempaa osaamista reaalisten vektorikenttien
kayrédintegroinnista ei tarvita, vaikka sen ja esimerkiksi Greenin lauseen tuntemus
auttavat Cauchyn integraalilauseen ymmartamisti. Kurssin Kompleksianalyysi 1 kes-
keisimmét tulokset 16ytyvat monisteen luvuista 4 ja 5, Cauchyn integraalilause ja
Cauchyn integraalikaava seurauksineen, joista yksi tédrked on algebran peruslause: jo-
kaisella kompleksikertoimisella ei-vakiopolynomilla on kompleksinen juuri. Varsinai-
sen kompleksianalyysin voidaan hyvélld syylld katsoa alkavaksi nimenomaan Cauchyn
integraalilauseesta. Erindiset kompleksimuuttujan funktioiden erikoiset ominaisuudet
kuten se, ettd kompleksisesti differentioituvalla funktiolla on kaikkien kertalukujen
derivaatat, ja ettd se voidaan esittdd Taylorin sarjansa summana, pohjautuvat Cauc-
hyn integraalilauseeseen. Téssé kohtaa on hyva todeta, ettd reaalimuuttujan deri-
voituvan funktion derivaataan ei tarvitse olla jatkuva, puhumattakaan korkeampien
kertalukujen derivaattojen olemassaolosta. Ja vaikka funktiolla olisi kaikkien kerta-
lukujen derivaatat, funktion Taylorin sarjan summan ei tarvitse olla alkuperdinen
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funktio muualla kuin kehityspisteessé, tai Taylorin sarjan ei tarvitse supeta muualla
kuin kehityspisteessa.

Kurssilla Kompleksianalyysi 1 Cauchyn integraalilauseen ja integraalikaavan to-
distamisessa hyodynnettddn yksinkertaista geometrista padttelya. Tuloksia kutsu-
taan integraalilauseen ja integraalikaavan lokaaleiksi versioiksi erotuksena kurssilla
Kompleksianalyysi 2 todistettavista yleisistéd versioista, joiden késittely tukeutuu to-
pologisempien apuvélineiden kayttoon. Kurssin Kompleksianalyysi 1 tulosten avulla
on mahdollista laskea reaalisia méarattyja integraaleja selvittdméatta maaraamatonta
integraalia eli primitiivid. Osa kompleksianalyysin menetelmin laskettavista méa&rat-
tyistéd integraaleista on jopa sellaisia, ettd madrdamétonta integraalia ei voi esittad
alkeisfunktioiden avulla. Kurssilla Kompleksianalyysi 2 méarattyjen integraalien las-
kemiseen saadaan tehokkaampi menetelmé sarjateorian avulla, residylause.

Kurssille Kompleksianalyysi 2 olen mukaan ottanut kaksi tunnettua erikoisfunk-
tiota, gamma-funktion ja Riemannin zeeta-funktion. Gamma-funktion kohdalla on
luonnollista perehtyé sarjateorialle sukua olevaan paattyméttomien tulojen teoriaan.
Kumpikin funktioista ndyttdd myos, miten residylausetta kédytetdin analyyttisten
funktioiden ominaisuuksien tarkastelemisessa.

Moneen alkeis- ja erikoisfunktioon liittyy tunnettuja kaavoja. Esimerkiksi eks-
ponenttifunktion perusominaisuus e**¥ = e* ¥ tunnetaan eksponenttifunktion funk-
tionaaliyhtilond f(r +vy) = f(x) f(y). Téllainen funktionaaliyhtélo ei kuitenkaan
valttamétta karakterisoi kyseisestd funktiota ilman lisdehtoja. Eksponenttifunktion
kohdalla téllainen lisiominaisuus oivallettiin vasta 1905 (GEORG HAMEL): Jos f on
jatkuva pisteessd x = 0 ja f(1) = e, niin f(z) = e*. Gamma-funktion funktionaa-
liyhtdlo on I'(z + 1) = zI'(z). Liséehdot, jotka tarvitaan tdmén funktionaaliyhtdlon
lisdksi osoittamaan, ettd funktio on vakiotekijéa vaille gamma-funktio, l16ydettiin vas-
ta 1922 (reaalimuuttujan tapauksessa) ja 1939 (kompleksimuuttujan tapauksessa).
Jalkimmaéinen tulos, HELMUT WIELANDTIN lause, on otettu mukaan esimerkkini
kompleksianalyysin tulosten soveltamisesta, ja osin siksi, ettd tulosta ei kirjallisuu-
desta helpolla 16yda. (Wielandt ei tulostaan julkaissut; jotenkin se kulkeutui KONRAD
KNOPPIN kirjaan Funktionentheorie 11, 1941.)

Kurssi Kompleksianalyysi 2 pdatetadn lyhyeen johdantoon konformikuvauksiin.

Kurssiparilla kompleksianalyysi 1692 ei perehdyté lainkaan harmonisten funktioi-
den ominaisuuksiin, kompleksisiin dynaamisiin systeemeihin (eikd niihin liittyviin
fraktaaleihin) eikd "moderniin kompleksianalyysiin”, jollaiseksi voitaisiin mééritelld
usean kompleksimuuttujan funktioiden ja kompleksisten monistojen (esimerkiksi Rie-
mannin pintojen) tutkimus topologisin apuvélinein (esimerkiksi lyhdeteoria).

Saimaan rannalla MM%XX
Ari Lehtonen
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LUKU 1

Kompleksitaso

1.1. Yleistd kompleksiluvuista

Jos rajoitutaan tarkastelemaan vain kokonaislukuja, vain joillakin ensimmaéisen
asteen yhtélgilla az + b = 0 on ratkaisu x. Jotta yhtélo olisi ratkeava kaikille a # 0
ja b € Z, taytyy lukualue laajentaa rationaalilukujen joukoksi. Vastaavalla tavalla
esimerkiksi yhtalolla 22 + 1 = 0 ei ole reaalista ratkaisua, mutta sopivalla lukualu-
een laajennuksella yhtélolle 16ydetdaéan ratkaisu. Tarvittavan lukualueen konstruktion
motivoinniksi tarkastellaan ongelmaa ensin muodollisesti.

Oletetaan, ettd on olemassa joukko (', joka siséltda osajoukkonaan reaaliakselin R,
jossa yhtilolld 22+ 1 = 0 on ratkaisu, ja jossa laskutoimitukset "toimivat normaalisti”.
Merkitddn yhtélon 22 + 1 = 0 ratkaisua symbolilla i. T#llsin joukon C' luvuille z :=
r+iyjaw:=u+iv, missi r € R, y € R, ue R javeR, on voimassa

z+w=x+u+i(y+v) ja
rw=gu+iyut+ive +ilyv
—zu—yv+i(yu+zv)

Jotta ylld oleva "kuvitteellinen” (eli imaginaarinen) ratkaisu i saisi konkreettisen
tulkinnan, asetetaan

MAARITELMA 1.1. Reaalisen vektoriavaruuden R? vektoreille z := (x,y) ja w :=
(u,v) méadritellddn kertolasku kaavalla

zw:=(Tu—yv,yu+ ).

Kun joukko R? varustetaan vektoriavaruuden R? vektoreiden yhteenlaskulla ja
reaalilukukertolaskulla seki ylla mééritellylld vektoreiden kertolaskulla, joukkoa R?
merkitain C ja kutsutaan kompleksilukujen joukoksi eli kompleksitasoksi. Joukon C
alkioita kutsutaan kompleksiluvuiksa.

Vektoriavaruuden C standardikantavektoreita merkitdan 1 := (1,0) ja i := (0,1).
Kompleksiluku ¢ on imaginaariyksikko.

HuomauTus 1.2. Kompleksiluvuille 1 = (1,0) ja i = (0,1) on voimassa (HT):
1z=2 kaikille zeC,ja i*=4i=—1.
Lisdksi jokainen z = (z,y) € C voidaan esittdd muodossa
z=x1+yi.

Kertolaskua ei useinkaan tarvitse merkitéd nikyviin symbolilla. Jos téllaiseen sel-
vyyden vuoksi on tarvetta, kdytetddn samankaltaista merkitdd kuin reaaliluvuille,
zw = z-w. Jotta ei olisi sekaantumisen vaaraa vektoreiden pistetulon (eli sisitulon)

Wiimeksi muutettu 24.1.2020.
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kanssa, vektoreiden z := (x,y) ja w := (u,v) sisdtuloa merkitdan (z|w) := xu + yv.
Huomaa: kompleksilukujen z ja w tulo zw on kompleksiluku (eli vektori), kun vek-
toreiden sisétulo (z|w) on aina reaaliluku.

T45

T 35

at22
T 25

T 05

T-05

Kompleksilukujen yhteenlasku on tason vektoreiden yhteenlaskua.

LAusE 1.3. Kompleksilukujen joukko C on kunta, t.s. kaikille kompleksiluvuilla
21 € C, 20 € C ja z3 € C on voimassa

(1) 21 + 290 = 29 + 21 ja 21 29 = 23 21 (kommutatiivisuus)

(i) (21 + 22) + 23 = 21 + (22 + 23) ja (21 22) 23 = 21 (22 23) (assosiatiivisuus)

(iii) 21 (22 + 23) = 21 22 + 21 23 (distributiivisuus)

(iv) 21 + 0 = 21 ja z; - 1 = 2z (yhteen- ja kertolaskun neutraalilalkiot)

(v) luvulla zy = (x1,71) on vastaluku —z; = (—z1, —y1), jolle z; + (—2z1) = 0, ja
jos z1 # 0, luvulla z; on kdénteisluku zl_l, jolle z, zl_1 =1.

TobisTus. Todetaan kadnteisluvun olemassaolo; muut kohdat jaavat lukijan tar-
kistettavaksi. Yhteenlaskua koskevat vaitteet seuraavat yleisista vektoriavaruutta R™
koskevista tuloksista.

Olkoon z := (z,y) # 0. Talloin = # 0 taiy # 0. Merkinttjen yksinkertaistamiseksi
oletetaan, ettd x # 0.

Kompleksiluvulle w := (u,v) on zw =1 = (1,0), joszu—yv =1 jayu+zv = 0.
Jalkimmaéisestd yhtélostd saadaan v = —yu/z. Kun tdmé sijoitetaan ensimméiseen,
saadaan 1 = zu + y* u/x = u (2? + y?)/x, joten u = z/(x* + y?). Siis

e )
x2+y27 x2+y2'

Lukija tarkistakoon, ettd saatu w kdy myos tapauksessa y # 0. O
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HuomauTus 1.4. Kun tarkastellaan muotoa x 1 = (z,0), = € R, olevia komplek-
silukuja, huomataan, ettad luvuille z := x1 ja w :=u1 on

z+w=(r+u)l ja zw=(ru)l.

Muotoa x 1, x € R, olevat kompleksiluvut kayttaytyvat siis yhteen- ja kertolaskun
suhteen kuten reaaliluvut. Kun mééritellian f: R — C, f(x) := 1, on f injektiivi-
nen kuvaus, jolle f(z+u) = f(z)+ f(u) ja f(zu) = f(x) f(u), eli (rengasteoriaa tun-
tevien termein) f on injektiivinen rengashomomorfismi. Kun R ja kuvajoukko f(R)
samaistetaan, voidaan reaaliluvut x tulkita kompleksiluvuiksi x 1. Jatkossa z ja x1
samaistetaan eli merkitaéan lyhyyden vuoksi x1 = x. Télléin jokainen z = (x,y) € C
voidaan esittdd muodossa
z=x+Yyt=x+1y.
Kompleksiluvun z = x + ¢ y kédénteisluku on siis
- r Y
22 + 32 22 + y2
Kun w # 0, kdytetddn tuttua merkintiaa
< -1

— =W
w

MAARITELMA 1.5. Olkoon z = (z,y) =x + iy € C, missd z € R ja y € R.

Kompleksiluvun z reaaliosa on Re(z) := z ja imaginaariosa Im(z) := y.

Kompleksiluvun z = x + 1y kompleksikonjugaatti on luku z := x — 1 y.

Kompleksiluvun z = x + iy moduli (eli itseisarvo) on luku |z| := /22 + 3.

Kompleksitason osajoukkoa {z € C | Im(z) = 0} = {x +i0 | x € R} (z-akselia)
kutsutaan reaaliakseliksi ja vastaavasti joukkoa {z € C | Re(z) = 0} = {0+iy | y € R}
(y-akselia) imaginaariakseliksi.

A

Z

Kompleksiluku ja sen konjugaatti ovat toistensa peilikuvia z-akselin suhteen.
ESIMERKKI 1.6. Olkoot z :=1— 217 ja w := 3 + 44. T&lléin
Re(z) =1, Im(w)=4
2l = V12 +22 =5, |w|=+v9+16=5
z4+w=4+21
zw=3—(=8) +(—6+4)i=11-21

z : 3 .4 1.2
E:<1_2Z>(32+42_Z32+42>:"':___Z_




LAUSE 1.7. Kaikille z € C ja w € C on voimassa

1)
)
(iv) 27t =z71 jos z # 0
(v) Re(2) =3 (2+32), Im(z) =5 (2—32)
(i) [ = |2, Jef = 22
(vii) |zw] = |z] |w]
o Z
(viii) 27! = e
(ix) |Re(z)| < [2[,  [Im(2)] < |2]
(x) |z + w|? = |z]* + 2Re(z W) + |w|?
(xi) [z +wl < 2]+ |wl, [lz] = wl] < |2 = wl

Tobistus. Todistetaan toiseksi viimeinen identiteetti (x):

lz+w)? = (z+w) (z+w) = (2 +w)(Z+)
=zZ+zwtwz+ww
=2+ 20 +Wz + |w]?

= |z]* + 2Re(2 W) + |wl|? O

HuOoMAUTUKSIA 1.8. a) Kompleksiluvun z = z + iy moduli on sama kuin taso-
vektorin (x,y) euklidinen normi. Kolmioepéyhtilot (kohta (xi)) seuraavat siis normin
ominaisuuksista. Jos kompleksiluku z on reaalinen eli y = Im(z) = 0, on luvun z
moduli |z| = v/2? + 0% = |z|. Moduli siis yleistdé reaalilukujen itseisarvon késitteen
kompleksiluvuille. Kompleksiluvuille ei kuitenkaan ole olemassa sellaista jérjestys-
relaatiota, joka siilyisi laskutoimituksissaﬂ Kompleksilukujen itseisarvoa ei siis voi
médritelld jarjestysrelaation avulla kuten reaalilukujen kohdalla tehd&aan.

b) Koska kompleksilukuja ei voi jirjestdd kuntana, merkintd z > 0 (tms) pitad
sisalladn erityisesti sen, ettd z on reaaliluku.

¢) Kohdan (vii) kaava |z w| = |z| |w|, normin multiplikatiivisuus, on tuttu reaali-
lukujen itseisarvolle. Kompleksilukujen tulo on siis siitd erikoinen vektoreiden kerto-
lasku, etté se "sopii hyvin yhteen” kompleksilukujen normin kanssa.

d) Kéénteisluvulle saatua kaavaa ei tarvitse muistaa; se on aina konstruoitavissa
seuraavasti: Olkoon z = x + iy # 0. Luvun 2 kddnteisluku on

1 X . Yy z z

x2+y2_zx2+y2 :W_zz’

1

joten lukemalla takaperin: z~! = 1/z saadaan laventamalla osam&éra luvun z komplek-

sikonjugaatilla Z.

2Kompleksilukujen joukkoa ei siis voi varustaa sellaisella jirjestysrelaatiolla <, etté C,+,-,=)
olisi jarjestetty kunta. ”Aakkosjarjestyksen” avulla jokaista kompleksilukuparia voidaan verrata ja se
séilyy yhteenlaskussa, mutta ei kertolaskussa.
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conj(z)

0,5 1,5 2

conj(z)

L

Kompleksiluku z, sen konjugaatti conj(z) := Z ja nédiden kddnteisluvut 1/z ja 1/Z.

Kun z € C, z # 0, on luvun z/|z| itseisarvo yksi, joten se sijaitsee yksikkoympy-
rin kehélld. Koska jokainen yksikkdympyrén kehédn piste on muotoa (cosé,sinf) ja
yksikkoympyréin kehén piste méaédrad napakulman 6 luvun 27 kokonaislukumoniker-
taa lukuunottamatta yksikésitteisesti (eli piste z méadrdd kulman 6 "yksikésitteisesti
modulo 277), saadaan

LAUSE 1.9 (Napakoordinaatit). Jokainen z € C voidaan esittid muodossa
z = |z| (cos@ + isinf), missife (—m, ).

Jos z # 0 ja luvulla z on myds esitys z = |z| (cosyp + isine), on ¥ = 0 + k2w
jollekin k € 7. O

N

Kompleksiluvun z napakulma 6.

MAARITELMA 1.10. Nollasta eroavan kompleksiluvun z argumentin pdaihaara Arg(z)
on se luku 0 € R, jolle

(1.1) z =|z|(cosf +isinf) ja —7m<0<m.
LAUSE 1.11. Olkoot 0; € R, 6, e R, r1 =0, r5 = 0 ja

z; = 1; (cosb; + isinb;).



Télloin
(12) Z1 Ry = T1To (008(91 + 02) + iSiH(Ql + 02))
TobpisTus. Lasketaan (apuna sinin ja kosinin yhteenlaskukaavat)

21 23 = 11 79 (cos 01 cos Oy — sin 6y sin Oy

+ i(cos by sin Oy + cos By sin by).

= 1179 (cos(y + 62) + isin(6y + 62)). O
2
2
1,75
U2 0,+0,

15y
r1,25

1

I 0,
F0,75
nr
2
Fos
F0,25 n O
-0,5 -0,25 0 0,25 0,5 0,75 1 1,25 * 15 1,75 2,25

-0,25

Kompleksilukujen kertolasku.
Harjoitustehtédviksi jitetddn lauseesta saatavan seurauksen todistaminen (huomaa
tapaukset n > 0, n =0 jan <0):
SEURAUS 1.12 (De Moivren kaavaED. Kaikille 0 € R jan € Z on voimassa
(cosf + isinf)" = cos(nf) +isin(nf). O

HuomauTus 1.13. Kun kaavassa (1.2)) r; = 0, on |z;| = r;. Koska cos(6; + 62) +
isin(fy + 02) on yksikkovektori, kaava pitéé sisdlldan lauseen kohdan (vii).
Sen sijaan kaavasta ei voida piitelld, ettd Arg(z; z0) = 6 + 0, ainoastaan
Arg(z129) = 61 + 0 mod 27 (<= Arg(z122) = 01 + 0 + k27 jollekin k € Z).
Harjoitustehtéviksi jaé osoittaa, ettéd kun z; € C\{0} ja 2o € C\{0}, niin

Arg(z1 29) = Arg(z1) + Arg(z2) + 21 k(21, 22),

3LEONHARD EULER (1707-1783), Sveitsi, kaava 1748, 1749; ABRAHAM DE MOIVRE (1667-1754),
Ranska ja Englanti, kaava 1707, 1730.
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missa
0, jos —m < Arg(z;) + Arg(z) <,
k(z1,22) := 4 +1, jos =27 < Arg(z1) + Arg(z) < —,
, jos m < Arg(z1) + Arg(za) < 27.

LAUSE 1.14. Olkoot ne€ Z, ja z € C, z # 0. Tdlloin yhtalolla

n

w" =z
on tasmdlleen n eri ratkaisua w = wy € C, k€ {0,1,...,n — 1}. Ratkaisut ovat
A k2 A k2
Wy 1= W (cos(—rg(z> i W) +1 sin(—rg(z) + W))
n n

Tobistus. Olkoot z = |z| (cos@ +isinf) ja w = |w| (cosyp +isin). Jos w™ = z,
de Moivren kaavan nojalla saadaan

[w[™ (cos(nyp) +isin(ny)) = (Jw| (costp +ising))" = |z| (cosf + isin6).

Téstd saadaan |w|" = |z|, joten |w| = {/|z|. Kulmia n ja 6 vastaa sama piste
cos(n ) +isin(n) = cosf+isin @ yksikkoympyran kehélla, joten on olemassa k € Z
siten, ettd

ny =60+ k2r
Siis
0+ k2w
Y= —.
n
Kun k € {0,1,...,n — 1}, saadaan eri ratkaisut w = wy. Muille luvun k kokonaislu-
kuarvoille saadaan jokin néistd ratkaisuista w; (w; = wy, kun j = k mod n). O

MAARITELMA 1.15 (n. juuri). Olkoot n € Z, ja z € C, z # 0. Télloin luku

vz /T (COS(Arg(z)> iy Sin(Arg(Z)>>

n n

on kompleksiluvun z n. juuren pdidhaara. Lisiksi asetetaan /0 := 0.
Asetetaan vield \/z := ¥z, neliGjuuren pddhaara.

Huomaa, ettd </z = z kaikille z € C. Liséksi on hyvi huomata, etté ei-negatiivisen
reaaliluvun z argumentin piaihaara Arg(z) = 0, joten n. juuren padhaara /z on sama

kuin aiemmin reaalimuuttujan funktioiden yhteydessé méaritelty n. juuri. Negatiivi-
selle reaaliluvulle z on Arg(z) = m, jolloin cos(A%(‘r)) +1 sin(A%(x)) = 7 ja neligjuuren
paddhaara \/x = \/m 1 sijaitsee positiivisella imaginaariakselilla

Edelleen méaritelmén nojalla (Q/E)n = 2z kaikille z € C. Sen sijaan "yleensa”

V2N #£ 2.

4 Juuren padhaaran arvo riippuu argumentin padhaaran valinnasta. Kompleksianalyysin kirjalli-
suudessa argumentin pddhaaran méédritelmét vaihtelevat suuresti. Tavanomaisimmat vaihtoehtoiset
rajoitteet ovat —m < Arg(z) < m, 0 < Arg(z) < 27 ja 0 < Arg(z) < 2. Jos esimerkiksi vaadittaisiin,
ettd —m < Arg(z) < m, negatiiviselle reaaliluvulle z olisi Arg(z) = —7 ja /& = —4/|z| 1.
Myohemmin méaériteltdvien logaritmin ja potenssifunktion arvot riippuvat valitusta argumentin
paidhaarasta.
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ESIMERKKEJA 1.16. a) Mé#ritiin kaikki yhtilon 2% + 16 = 0 ratkaisut.
Koska Arg(—16) = 7, lauseen kaavassa esiintyvat kulmat ovat
T+ k2w m 3m Sm Tw
- 1,2, }:{_7_7_7_}
(o lreozat {300
Koska «/ |—16| = 2, saadaan juurille arvot (sinin ja kosinin arvot taulukosta)

V24iV2, —V24iV2, V2 —iV2, V2 —ivV2

2

05 -

05|

Yhtilon 24 = —16 ratkaisut.

b) Mésritiin kaikki yhtélon 22 = —1 ratkaisut.
Koska Arg(—1) = 7, lauseen kaavassa esiintyvét kulmat ovat

T+ k271 ™ om
TR ke f0,1,2 }:{—, ,—}
{5 ke - (G
Koska {/ |—1| = 1, saadaan juurille arvot (sinin ja kosinin arvot taulukosta)
1, V3. 1
a9~ o5

el

7.

N | —
_l_
ot
.
@

Huomaa, ettd kompleksisen kuutiojuuren paihaaralle on v/ —1 =
v/ —1 = —1, kuten reaalimuuttujan tapauksessa.
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1.2. Eksponenttifunktio

Reaalimuuttujan ¢ eksponenttifunktiolla on koko reaaliakselilla suppeneva esitys

Taylorin sarjana
2 3 ©

t
e_1+t+§+§+—+ Z
Sijoitetaan tdhin ¢t = iy ja lasketaan muodollisesti
2 3 4 5
j . ) y ) LY
iy _ L 4L
eV =1+1y o 3l+4|+ 5'4—
2 4 3 5
_ (1Y Y (v Y
(g ) ril-grg )

= Ccosy + tsiny

Kun lisiiksi kiiytetiin reaalisen eksponenttifunktion yhteenlaskuominaisuutta e*+t¥ =
e’ e'Y, padadytadn asettamaan

MAARITELMA 1.17 (Kompleksinen eksponenttifunktio). Kompleksiluvulle z =
xr + 1y, missd x € R ja y € R, asetetaan

exp(z) := e := e” (cosy + isiny).

Vaihtoehtoisesti kompleksisen eksponenttifunktion méaritelméé voidaan perustel-
la seuraavasti: Olkoon y reaalimuuttuja. Esitetéifin e'¥ reaali- ja imaginaariosien avulla
muodossa €'Y = g(y) + i h(y), missd g ja h ovat reaaliarvoisia. Oletetaan, etté deri-
vointi toimii kompleksiarvoisille funktioille kuten reaaliarvoisille (huomaa: i on va-
kio; vektoriarvoinen funktio derivoidaan komponenteittain; erityisesti oletetaan, etté
kompleksisen eksponenttifunktion derivointisd&nté on samanlainen kuin reaalisessa
tapauksessa). Télloin

de'

g () +ih'(y) = i =ie’V =i(g(y) +ih(y)) = —h(y) +ig(y).

Koska g ja h ovat reaaliarvoisia, tulee olla ¢'(y) = —h(y) ja h'(y) = g(y). Derivoimalla
ensimmaéisen yhtéalo puolittain, saadaan

9" (y) = —N'(y) = —g(y).
Tamén toisen kertaluvun differentiaaliyhtdlon ratkaisut ovat muotoa

g(y) = c1co8y + cosiny.

Sijoittamalla y = 0, saadaan 1 = €' = ¢(0) + ¢ h(0), joten g(0) = 1 ja h(0) = 0 eli
¢'(0) = 0. Naista vakioille ¢; ja ¢y saadaan arvot ¢; = g(0) = 1 ja o = ¢/(0) = 0. Siis

e’ =g(y) +ih(y) = g(y) —ig'(y) = cosy +isiny.

Huomaa: Kompleksisen eksponenttifunktion méaéritelméssé vasemmalla puolella
kiytetddn samoja merkintoja kuin reaaliselle eksponenttifunktiolle. Kun z = z € R,
on kompleksisen eksponenttifunktion arvo e* sama kuin reaalisen eksponenttifunktion
arvo e”. Téastéd syystd saman merkinndn kaytto yleisemméssé tilanteessa ei aiheuta
sekaannusta (tai: reaalinen eksponenttifunktio on kompleksisen eksponenttifunktion
rajoittuma reaaliakselille).
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Kompleksilukujen esitys napakoordinaattien avulla (lause saa kompleksisen
eksponenttifunktion avulla muodon
2 =2 €,

missd 0 := Arg(z), kun z # 0. (Jos z = 0, miké tahansa 6 € R kéy).
De Moivren kaava (seuraus [1.12)) saa kompleksisen eksponenttifunktion avulla
erityisen yksinkertaisen muodon:

()" =€’ kan0eRjaneZ.

Osoitetaan, ettd eksponenttifunktion yhteenlaskukaava, jota kaytettiin motivoi-
maan kompleksisen eksponenttifunktion maarittelevda kaavaa, pétee yleisesti:

LAUSE 1.18. Kaikille z € C ja w € C on voimassa
. -1 P
(i) (e*) =€ ja
(ii) e**t* = e*e®.
TobisTus. ii): Olkoot z = x + iy ja w = u + iv. Talloin mééritelmén ja sinin ja
kosinin yhteenlaskukaavojen nojalla saadaan

z4w z+u)+i (y+v)

et = el
=" (cos(y +v) + isin(y + v))

= e e" (cosycosv — sinysinv + i(siny cosv + cos y sinv)).

Toisaalta
e’ =e"(cosy +isiny)e” (cosv + isinv)
= e”e" (cosycosv — sinysinv + i(siny cosv + cosysinv)).
i): Valitaan kohdassa ii) w := —z. Téllgin 1 = " = ¢*7% = ¢* ¢ =, Tésté seuraa, etti
luvut e* ja e™* ovat toistensa kiddnteislukuja. 0

HuomauTus 1.19. Olkoon z = = + ¢ y. Koska piste cosy + ¢ siny on yksikkoym-
pyran kehélld, on

le*] = |e®||cosy + isiny| = €”.
Piste e* = e*T%Y sijaitsee siis origokeskisen, e*-siiteisen ympyrin kehilld. Lisiksi pis-
teelld e* on napakulmana y, joten sen argumentin padhaaralle on Arg(e*) =y + k27
jollekin k € Z (eli Arg(e*) = Im(z) mod 27). Néistd saadaan (yksityiskohdat: HT)

exp(C) = C\{0}.

ESIMERKKI 1.20. Lasketaan
(1414)°
(1—d)5
Koska 144 = v/2e™* ja 1l —i=+/2e""/4 on
(1 + i)3 (ﬁeiw/4)3 (\/5)3 eli3m/4 el 3m/A+ibm/4 . :

— - — -1 —
= = = =3e =

(1 — i)5 (\/ﬁe—”/‘l)f’ (\/§>5 e—i5m/4 (\/5)2
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ESIMERKKI 1.21. Ratkaistaan yhtélo e* = 1.

Merkitdén z = x + iy, jolloin e* = e (cosy + isiny) ja |e*| = e®. Siis e* = 1,
ja koska yhtdlon e = 1 ainoa reaalinen ratkaisu on z = 0, on z = ¢y. Luvulle y on
1 =e* = cosy + isiny. Siis y = k27 jollekin k € Z, joten yhtélon e* = 1 ratkaisut
ovat z = k2w, k € Z.

LAUSE 1.22. Kompleksinen eksponenttifunktio on jaksollinen, jaksona 271, t.s.
e“f=e" — z=w+k2mi, kel

TobisTus. Lauseen nojalla e* = e¥ <= ¢ = 1. Edellisen esimerkin
nojalla e =1 <= z —w = k2mi jollekin k € Z. U

HuomauTus 1.23. Jaksollisuuden takia kompleksisen eksponenttifunktion arvot
maardytyvat tdysin jaksovydssa

Vi={zeC|—m<Im(z) <7}

saaduista arvoista (vertaa reaaliakselin siniin ja kosiniin).
Kiinnitetddn xg € R ja tarkastellaan imaginaariakselin suuntaista suoraaa

L:={xy+iy|yeR}

Kaikille y € R, on z := x¢ + iy € L ja e* = € (cosy + isiny), jolloin |e*| = e*°
ja Arg(z) = y + 2w ik jollekin k € Z. Kun y liikkuu 27:n pituisen matkan suoralla L,
piste e* kiertdd origokeskisen e*0-siteisen ympyran kehén vastapéivaan.

Koska €™ > 0 ja jokainen r > 0 on muotoa r = €™ jollekin zy € R, on joukon

H:i={z=ax+iyeC|z <z}
kuvajoukko exp(H) = B(0,e*)\{0}. Yleisemmin suorakaiteen

Ri={z=x+iyeC|laxy<x <z, Yo <y <Y+ 27}

kuvajoukko on exp(R) = B(0,e"*)\B(0, ™). Jos joukon R miirittelevid ehto muu-
tetaan muotoon zg < =z < 1, Yo < Yy < Y1, missd y; — yo < 2w, kuvajoukko on
ympyrirenkaan B(0, e*)\B(0, ™) ja puolisuorien {re'¥° | r > 0} ja {re'¥r | r > 0}
rajoittama joukko.

xy-plane uv-plane
2.5 T T T T 3

2.5

N

1.5

0.5 L L
-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2

0.5

I I I I
0 02 04 06 08 1

Vasen kuva: z = x + iy -tason suorakaide S: 0 <z <1, 7 <y < %TW'

Oikea kuva: w = u + i v -tasossa suorakaiteen S kuvajoukko exp(S).
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uv-plane

KunaeRjabe R, onsuorany =ax+b
kuvajoukon pisteille w = e* voimassa

THiY _ eeri (az+b) z i(axz+b)

w =e€ =€ €

= e” (cos(ax + b) + isin(ax + b)).
Siis w = re? = r(cosf + isinf), mis-
sir =¢e"jaf =axr+b Josa >0,
muuttujan = kasvaessa side r = e” ja
kulma 8 = ax + b kasvavat, joten pis- |
te w = et (@240 Kertyy vastapiividn
origosta poispain (ns. logaritminen spi- -3t
raali). Jos a < 0, saadaan myo6tapéaivain
origosta poispéin kiertdvéa spiraali. ST 1 o 2 R

Kuvassa suorakaiteen 0 < x < 1, 0 < y < 27 kuvajoukko eksponenttifunktiossa ja
suoran ¢ = 0.1t, y = t, —4w < t < 4w, kuvajoukko (=musta spiraali) eli pisteet w =
eVt (cost +isint), —4m <t < 4m.

1.3. Kompleksinen logaritmi

Reaaliakselin eksponenttifunktio x — e” on on aidosti kasvava bijektio R —
(0,0), joten silld on kddnteiskuvaus (0,00) — R, luonnollinen logaritmi, u — Inu,
jolle z = Inu <= €® = u. Luonnolliselle logaritmille on siis e™* = u, kun u > 0, ja
Inu ei ole méaritelty, kun v < 0.

Kompleksisella eksponenttifunktiolla kadnteisfunktiota ei voi olla, koska ekspo-
nenttifunktio ei ole injektio. Jos eksponenttifunktion méarittelyjoukkoa rajoitetaan,
kidnteiskuvaus on kuitenkin 1oydettivissi/[]

LAUSE 1.24. Olkoon z € C, z # 0. Tdlloin yhtdldlld

eV =z

on ratkaisu w € C, ja yhtdlon kaikki ratkaisut ovat
w=1In|z|+i(Arg(z) + 27 k), keZ.

TopisTUs. Luku 2z voidaan esittid muodossa z = |z| e A(*), Koska

6ln|z|-‘rl(Arg(z)+27rlc) _ 6ln|z| P Arg(z) 627rzk _ |Z| P Arg(z) _ 2,

on jokainen w = wy := In|z| + i (Arg(z) + 27 k), k € Z, yhtdlon e* = z ratkaisu.
Toisaalta, jos w € C toteuttaa e¥ = z = €“°, on lauseen [1.22 nojalla w = wy +
2wk = wy jollekin k € Z. U

MAARITELMA 1.25. Kompleksiluvun z # 0 logaritmin pddhaara Log(z) mééritel-
laén kaavalla

Log(z) :=In|z| + i Arg(2).

SVertaa tilannetta arkusfunktioihin. Esimerkiksi sini z — sin 2 kuvauksena R — R ei ole injektio

(eikd surjektio), mutta rajoittumalla vilille [-7, 7] saadaan aidosti kasvava bijektio [-5, 5] —

[—1,1]. Arkussini on tdmén rajoittuman kédénteiskuvaus, ei sinin.
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Maéaritelmén nojalla edellisen lauseen tulos voidaan ilmaista muodossa: Yhtéalon
e = z ratkaisut ovat w = Log(z) + k2w, k € Z.

Kompleksiluvun logaritmin pddhaarasta on hyva huomata, ettd positiiviselle re-
aaliluvulle z on Log(x) = Inxz. Téssékin tapauksessa kompleksiluvun z logaritmia
voitaisiin merkité log z kuten reaaliluvun logaritmiakin on tapana merkité. E]

Edelleen on hyvé huomata, ettd Im(Log(z)) = Arg(z) € (—m, 7].

HuomauTus 1.26. Koska kompleksisella eksponenttifunktiolla ei ole ka#nteis-
funktiota, ei eksponenttifunktion yhteenlaskukaavaa e*1t%2 = e*1 "2 voi "kddntad”
logaritmin laskusddnnoksi Log(z; z2) = Log(z1) + Log(z2). Tamén sdannon paikalle
tulee: Kun z; # 0 ja 25 # 0, on

Log(z1 z9) = Log(z1) + Log(z2) + 2mik jollekin k € Z.
Luvuista z; ja 2o riippuva kokonaisluku £ selvitetdén harjoituksissa.
HuomauTus 1.27. Jos kompleksinen eksponenttifunktio rajoitetaan jaksovyohon
Vi={zeC| -7 <Im(z) <7},
on exp |y : V. — C\{0} bijektio ja logaritmin padhaara on tdmén rajoittuman k&én-

teiskuvaus, Log = (exp |y) .

1.4. Kompleksinen potenssifunktio

MAARITELMA 1.28. Olkoon A € C. Kompleksisen potenssifunktion pdadihaara (lyh.
kompleksinen potenssifunktio) madritellaan kaavalla

= MO8 kun 2z e C, 2 # 0.

Méaritelméstd on hyva huomata seuraava: Kun z € R, 2z > 0, ja A € R, on

erloe(z) — Az — A aiempien reaalisen analyysin kurssien médritelmin mielessé.

Méaritelmé on siis siind mielesséd hyvin asetettu, ettd siind aiemman reaalisen po-
tenssifunktion (z,\) — 2* midrittelyjoukko vain laajennetaan joukosta (0,00) x R
joukoksi C\{0} x C.

HuomauTUus 1.29. Olkoot z € C, z # 0, ja A € C ja u € C. Télloin kompleksiselle
potenssifunktiolle on voimassa tuttu kaava

Ati — o(Atn) Log(2) _ A Log(2) pu Log(z) — A u

Sen sijaan toinen reaaliselle potenssifunktiolle tuttu kaava ei péde yleisesti. Kun
neZ,on (2 22)" = 27 23 kaikille z; # 0 ja 29 # 0. Sen sijaan, kun A € C,

(21 Z2)/\ ja Zi\ zé\ eivit valttamatta ole samat.
. Koska Arg(—i) = —7, on
(s10) = ()2 = o} ostd _ i

= cos(—%) + isin(—%)

ESIMERKKI 1.30. Olkoot z := —1, w:=1ja X\ :=

N[

1 7
V2 W2
6711 nous parait utile, au moins pour un mathématicien débutant, de réserver l'usage des ma-

juscules pour désigner les déterminations principales de ’argument, du logarithme, et des fonctions
associées : par la suite on pourra négliger cette convention.” [12] §VIII.10]
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Toisaalta,
Z)\ w/\ _ (_1)1/2 Z~1/2 _ 62 Log(— 1) Log(i) _ eig eig _ eiT

= cos( ) +isin(2F)

Sl
&I

1.5. Kompleksitason topologiaa

1.5.1. Peruskisitteet. Kompleksitason topologian méérittelee euklidinen met-
riikka

d(z,w) = |z —w| = /(& —u)* + (y —v)?%,

kin z =z +iyjaw=u+1iv.

Koska topologian (avoimet joukot) médrdéd tavallinen euklidinen metriikka, péte-
vt kaikki yleisen euklidisen avaruuden tulokset myos kompleksitasossa.

Kerrataan joitakin késitteitd, merkintoja ja tuloksia.

Kun 2 € C jar > 0, o]

B(zo;r) :={2€C| |z — 2| <71} 2o-keskinen, r-sdteinen avoin kiekko
B(zp;7r) :i={2€C ||z — 2| <7} zo-keskinen, r-sdteinen suljettu kiekko
B*(zo;r) :={2€C|0<|z— 2| <r} zo-keskinen, r-siteinen punkteerattu kiekko
S(zo;r) :={2€C| |z — 2| =1} 2o-keskisen, r-sdteisen kiekon reuna

Muista: Piste a on joukon A < C sisdpiste, jos on olemassa r > 0 siten, ettd
B(a;r) < A. Joukko A on avoin, jos sen jokainen piste on joukon A sisépiste. Edelleen,
joukko A on suljettu, jos sen komplementti CA := C\A on avoin.

Piste a € C on joukon A reunapiste, merkitdan a € 0A, jos jokaiselle r > 0 on

B(a;r)nA# & ja B(a;r) nCA# .

Joukon A sulkeuma on A := A U 0A.
Jono (z,)_; suppenee kohti pistetti c € C, merkitdin

c=limz, tai 2z, —>c¢ kunn — o0, jos
n—0oo

jokaiselle € > 0 on olemassa n. € Z, siten, etté
|z, — ¢| < e kaikille n € Z,, joille n = n..
Jono (z,)%_; on Cauchyn jono, jos jokaiselle € > 0 on olemassa n. € Z, siten, ettéi

|zn — 21| <€ kaikileneZ, ja ke Z,, joille n = n. ja k = n..

"Yleisessd n-ulotteisessa euklidisessa avaruudessa kiekon tilalla kéytetddn kolmiulotteisesta ava-
ruudesta lainattua termié pallo. Termi ympyrd olisi muuten sopiva, mutta euklidisessa tasogeomet-
riassa ympyré tarkoittaa ympyrén kehid, ei kehidn rajoittamaa aluetta (avointa tai suljettua). Kiekon
reunan tilalla voi kdyttda nimitystd ympyrén keha.
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Joukko (sininen ja violetti), sen reuna (punainen ja violetti) seké sisépiste (keltainen),
ulkopiste (musta) ja kaksi reunapistetti (vihreit).

LAUSE 1.31. Kompleksitaso C varustettuna euklidisella metriikalla on téydellinen
metrinen avaruus, t.s. kun (z,)ir_, on mikd tahansa kompleksitason Cauchyn jono, se
suppenee, eli on olemassa piste c € C siten, ettd z, — ¢, kun n — 0.

TobisTus. Jokaiselle n € Z, olkoot z,, := Re(z,) ja y, := Im(z,). Télloin jonot
(xn)i_y ja (yn)y_, ovat reaaliakselin R Cauchyn jonoja (miksi?). Koska reaaliakseli
on tdydellinen (eli sen jokainen Cauchyn jono suppenee), on olemassa luvut a € R ja
b € R siten, etté

T, —a, kunn—> o, ja y,—b, kunn — .

Osoitetaan, ettd z, — ¢ := a +ib, kun n — o0. Olkoon ¢ > 0. Talloin on olemassa
k. € Z, jam. € Z, siten, ettd

|z, —a| <e/2 kaikille n € Z,, joille n > k., ja

lyn — b| < £/2  kaikille n € Z, , joille n > m,.
Olkoon n. := max{k., m.}. Kun n = n., on

|20 — ¢ = |20 —a + i (Yo — )| < |zn — af + |i (yn — b)]
= |z, —al+ |y, — bl <e/2+¢e/2 =¢. O

Kéanteinen viite, ettd jokainen suppeneva kompleksilukujono on Cauchyn jono,

on helppo todistaa (HT; tédhén ei tarvita reaaliakselin tdydellisyytta).

Lukijan tehtdviksi jatetddn osoittaa (Bolzanon ja Weierstrassin lause)ﬁ
Kun (z,)°_; on kompleksitason rajoitettu jono, t.s. sup{|z,| | n € Z,} < o0, on jonolla
(zn)%_, suppeneva osajono, t.s. on olemassa aidosti kasvava positiivisten kokonaislu-
kujen jono (ng)i, siten, ettd jono (z,, )5, suppenee.

8KARL THEODOR WILHELM WEIERSTRASS (1815-1897), Saksa; BERNHARD PLACIDUS JOHANN
NEPOMUK BOLZANO (1781-1848), B66mi.
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IDEOITA TODISTUKSEEN: Poimi kompleksilukujonosta reaali- ja imaginaariosat
jonoiksi (x,)r_; ja (yn)wy; osoita, ettéd ne ovat reaaliakselin rajoitettuja jonoja; kéy-
td Bolzanon ja Weierstrassin lausetta ensin toiseen jonoon, esimerkiksi reaaliosien
muodostamaan jonoon. Néin 16ydét suppenevan osajonon (z,, )i.;. Kéytd Bolzanon
ja Weierstrassin lausetta nyt jéiljelle jadneestd konstruoituun osajonoon (y,, )5, ja
osoita, ettd tdmén jonon osajono antaa alkuperiiselle kompleksilukujonolle etsityn
osajonon.

1.5.2. Jatkuvuus. Olkoot A < C annettu joukko, zy € A annettu piste ja
f: A — C annettu funktio. Funktio f on jatkuva pisteessi zy, jos jokaiselle € > 0
on olemassa d = d,, . > 0 siten, ettd

|f(2) = f(20)| < e kaikille z € A, joille |z — 2| < 0.
Télle yhtépitdavaa on, ettéa
f(An B(z0;0)) « B(f(20); ).

Funktio f: A — C on jatkuva, jos se on jatkuva jokaisessa pisteessa zg € A.

CY

Kuvaus f: A — C. Kuvajoukko f(A n B(z0;0)) sisdltyy kiekkoon B(f(20);¢).

Kuten useampiulotteisten euklidisten avaruuksien tilanteessa f: A — C on jatku-
va (pisteessi zg € A), jos ja vain jos Re f: A - R jalm f: A — R ovat jatkuvia (pis-
teessd zp). Sen sijaan funktion f ei tarvitse olla jatkuva pisteessé zy, vaikka jokainen
osittaiskuvaus

z— fz+iy) ja y— flz+iy)
olisi jatkuva pisteessé zy. Esimerkkinég téllaisesta tarkastele funktiota f, jolle

x
) 2—3/2’ kunx+2y$ﬁ0, . .
flx+iy):=< 2°+y ja pistettéd zo := 0.
0, kun z + 1y = 0,

Funktion jatkuvuuden selvittdmiseen ei myoskéén riitd tarkastella radiaalisia (eli
sdteittdisid) raja-arvoja limy o f (2o + t h), h € C\{0}. Esimerkkini téllaisesta tarkas-
tele funktiota f, jolle

JZQy

flz+iy):=< ozt + 42’
0, kun x + iy =0,

k +1 0, . . .
un Ty 7~ ja pistettd zg := 0.
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LAUSE 1.32. Funktio f: A — C on jatkuva pisteessi zg € A, jos ja vain jos

jokaiselle joukon A jonolle (z,)r_,, jolle limy, o 2, = 2o, on voimassa

lim f(z,) = f(20)-
n—aoo
TobisTus. =: Olkoon (z,)*_; joukon A jono, jolle z, — 2y, kun n — 0.
Olkoon ¢ > 0. Valitaan § > 0 siten, etti
|f(2) = f(20)| < e kaikille z € A, joille |z — 2| < 0.
Valitaan seuraavaksi n. € Z, siten, etté
|z — 20| <0 kaikille n € Z, joille n = n..
Kun nyt n = n,, on z, € B(z;d), joten

| (zn) = f(20)] <&

<: Tehd&an antiteesi: f ei ole jatkuva pisteessé zy. Téll6in on olemssa € > 0 siten,
ettd jokaiselle > 0 on olemassa z5 € A siten, ettd |z5 — 20| < 0 ja

f(z5) = f(20)| = €.
Valitaan erityisesti § := 1/n, n € Z, . Télloin jokaiselle n € Z, 16ydetéén piste Z, € A,
jolle |2, — 29| < 1/n, mutta

1f(zn) = f(20)] = €.
Télloin (2,)_, olisi joukon A jono, jolle lim,,_,q Z, = 2o, mutta f(Z,) - f(z0), kun
n — oo. TAmé& on vastoin oletusta, joten antiteesi ei pade. O

Muista: Funktiolla f: A — C on pisteessi zy € A raja-arvo wy € C, jos jokaiselle
e > 0 on olemassa 0 > 0 siten, etta

|f(2) —wo| <& kaikille z € A, joille 0 < |z — 2| < §.
Talle yhtépitavid on, ettd jokaiselle € > 0 on olemassa § > 0 siten, etté
f(A N B*(z0;9)) < B(wg;e).

ESIMERKKEJA 1.33. a) Kun n € Z,, on potenssifunktio f: z — 2" jatkuva:
Kaytetdan apuna binomikehitelmaé

(z+ h)" = Z (Z) RRR = Z (Z) 2"k Rk
k=1

k=0
Téastéd saadaan kolmioepéayhtéalon avulla

F(= 4+ h) — £(2)] = \2 (1) < 2 (1) 1 - 2 () el

Kun |h| <6 <1, 0on

n

- 16 < 3 () 1ot - 52 (1) lep=r ot < 2 (1)

k=1
Funktion f jatkuvuus pisteessé z seuraa téstéd helposti.

b) Kompleksinen eksponenttifunktio f: z — e* on jatkuva. Kaytetddn apuna edellisté
lausetta. Olkoon (z,)%_; kompleksilukujono, jolle lim,,_, 2z, = 2. Olkoot x,, := Re z,
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ja y, := Im z,. Talléin xz,, — x¢ ja y, — Yo, kun n — o0. Reaalimuuttujan funktioiden
jatkuvuuden nojalla e** — €%, cosy, — cosyp ja siny, — sinyg, kun n — o0, joten
tavanomaisten raja-arvolaskusdéantojen nojalla (HT: muotoile ja todista ne komplek-
siseen tapaukseen tai kertaa Vektorianalyysistd)

z

e’ = e (cosy, + isiny,) — e

cosyo + isinyy) = e*,
kun n — oo. Néin ollen f on jatkuva pisteessi zj.

HuoMAuTUS 1.34. Yleensa funktio todetaan jatkuvaksi tavanomaisten laskusién-
tojen avulla ja "rakentamalla” annettu funktio yksinkertaisista, jatkuvaksi tunnetuis-
ta funktioista. Osoitetaan esimerkkind kompleksinen eksponenttifunktio f(z) := e* =
e’ (cosy + isiny) jatkuvaksi pisteessi zg = xg + iyo € C. Projektiot p1: z + iy — x
ja pa: x + iy — y ovat jatkuvia pisteessd zo (HT). Koska reaaliakselin eksponentti-
funktio = — e” on jatkuva pisteessid x, on yhdistetty kuvaus expop,: x + iy — €*
jatkuva pisteessi zy. Vastaavasti, koska sini ja kosini ovat jatkuvia pisteessd 1, ovat
yhdistetyt kuvaukset sinops: x + 7y — siny ja cosopy: x + 1y — cosy jatkuvia pis-
teessd zp. Vakiolla ¢ kertominen siilyttdd jatkuvuuden, joten jatkuvien funktioiden
summa x + ¢y — cosy + ¢siny on jatkuva pisteessd zy. Kompleksinen eksponentti-
funktio on pisteessé z( jatkuvien funktioiden z + iy — €* ja x + iy — cosy + isiny
tulona jatkuva pisteessa zg.

1.5.3. Kuvajoukko ja alkukuva. Funktion f: A — B kuvajoukko joukosta
A< A on

fA) ={f(z) | z€ A"}
ja joukon B’ < B alkukuva onﬂ

JB) = {ze A f(z) € BY).

Funktion f: A — C jatkuvuus pisteessd zy € A voidaan ilmaista seuraavissa
yhtéapitavissi muodoissa (HT: osoita ehdot yhtapitéiviksi):

(i) jokaiselle € > 0 on olemassa ¢ > 0 siten, etté |f(z) — f(z0)| < € kaikille z € A,
joille |z — zo| < 6;

(ii) jokaiselle € > 0 on olemassa d > 0 siten, ettd f(A N B(z0;0)) < B(f(20);€);

(iii) jokaiselle e > 0 on olemassa § > 0 siten, ettd An B(zp;0) < f~1(B(f(z20);¢)).

LAuseE 1.35. Funktio f: A — C on jatkuva, jos ja vain jos jokaisen avoimen
joukon V. < C alkukuva f~'(V) on avoin joukon A suhteen, t.s. jos ja wain jos
F~YV) on muotoa f~H(V) = AU jollekin avoimelle joukolle U.

TobisTus. <: Oletetaan, ettd jokaiselle avoimelle joukolle V' < C alkukuva
f7HV) on avoin joukon A suhteen. Osoitetaan, ettéi f on jatkuva.

9Kirjoittajan mielestd on harmillisté, ettd kuvajoukon ja alkukuvan merkinnét ovat vakiintuneet
téssd kiytettdvian muotoon. Kuvajoukolle parempi olisi f7(A’) ja alkukuvalle f< (B’). Vakiintunei-
den merkintdjen kohdalla f(Z) voi tarkoittaa kahta eri asiaa riippuen siitéd, onko Z piste vai joukko:
f(Z) on funktion arvo pisteessi Z tai joukon Z kuvajoukko. Tilanne on vield pahempi alkukuvan
kohdalla: f~1(W) on joukolle W aina olemassa oleva joukon W alkukuva. Pisteelle W merkinti
fH(W) voi tarkoittaa yksipisteisen joukon {W} alkukuvaa tai, jos funktio f on bijektio, pisteen
W kuvapistettd kuvauksessa f~1. Kun kiyttoon otettaisiin merkinndt f~(Z) ja f< (W) téllaiset
monitulkintaisuudet eivit olisi mahdollisia.
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Olkoot zyp € A ja e > 0. Télloin V := B(f(z9);¢) on avoin. Oletuksen nojalla
on olemassa avoin joukko U siten, ettd f~'(V) = A n U. Koska f(z) € V, on
2o € f[TYV) = A n U. Erityisesti 29 € U. Koska U on avoin, on olemassa § > 0
siten, ettd B(zp;d) < U. Tallsin A N B(z20;0) € AnU = f~5V) = f1(B(f(20);2)).
Lausetta edelténeen jatkuvuuskarakterisaation nojalla f on jatkuva pisteessi zg.

=: Kééantéen, oletetaan, ettd f on jatkuva. Olkoon V' < C avoin. Osoitetaan, ettd
alkukuva f~!(V) on avoin joukon A suhteen.

Olkoon a € f~1(V). T&llsin f(a) € V. Koska V on avoin, on olemassa r, > 0 siten,
ettd B(f(a);r,) < V. Koska f on jatkuva pisteessd a, on olemassa §, > 0 siten, etti
f(An B(a;8,)) © B(f(a);r,). Tallsin A n B(a;6,) < f~HB(f(a);ra)) < fHV).

Siis: jokaiselle a € f~(V) on olemassa d, > 0 siten, etti A n B(a;d,) = f~H(V).
Talloin, kun asetetaan U := Uaef_l(v) B(a;d,), on U avoin ja

AnU= [] (AnB(a;d)) = [ (V).
acf1(V)

Toisaalta, {a} = A n B(a;d,), joten

V= | e |J AnBad) =AnU.
wef (V) ae (V)

Siis AnU = f~1(V). Tadmé tarkoittaa, ettd alkukuva f~'(V) on avoin joukon A

suhteen. U

HuomAuTUs. Edellista todistusta olisi voinut hieman yksinkertaistaa méaarittele-
malld aluksi: Piste a on joukon W sisdpiste joukon A suhteen, jos on olemassa r > 0
siten, ettd joukon A piste a-keskinen, r-sdteinen kiekko

Bala;r):={z€ Al||z—a| <r}=An B(z;r) c W.
Témaén jalkeen voidaan osoittaa (oleellisesti edellisen todistuksen loppuosa), etté jouk-

ko W = f~}(V) on avoin joukon A suhteen, jos ja vain jos joukon W jokainen piste
joukon W sisépiste joukon A suhteen.

1.5.4. Yhteniisyys.

MAARITELMA 1.36 (Yhtendisyys). Joukko A < C on epdyhtendinen, jos on ole-
massa joukot U < C ja V < C siten, etti
(i) U ja V ovat avoimia;
i) AnU#JjaAnV # I
(iii) AnU NV = ja
(iv) AcU U V.
Joukko A on yhtendinen, jos se ei ole epiyhtenéinen.

HuomauTus 1.37. Ehdot (i)—(iv) ovat yhtédpitavid ehtojen (i), (ii), (iii’) ja (iv)
kanssa, missé

(i) UnV =g.

ESIMERKKEJA 1.38. a) Jokainen polkuyhteniinen joukko on yhtendinen. Muista:
joukko A on polkuyhtendinen, jos kaikille zy € A ja z; € A on olemassa polku (eli
kompaktilla vililla méaaritelty jatkuva kuvaus) v: [a,b] — A siten, ettd y(a) = 2o ja
7(b) = z1. (Todistus HT. Vihje: Tee antiteesi: On olemassa polkuyhteniinen joukko,
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joka on epéyhtendinen. Valitse méaritelmén jaon joukoista U ja V pisteet zg € U ja
z1 € V. Aseta ty := sup{t € [a,b] | v(t) € U}. Tarkastele pistetta (to).)

b) Koko kompleksitaso on polkuyhtenéinen; pisteité zy ja z; yhdistaviksi poluksi kéy
janapolku v: [0,1] — C, y(t) := (1 — t) 29 + t z;. Kompleksitaso on siis yhtenéinen.

c¢) Jokainen konveksi joukko on polkuyhtenéinen, joten sellainen on my®s yhtenéinen.
Muista: joukko A on konveksi, jos kaikille zg € A ja z; € A niitd yhdistiava jana
{(1—t)zo+tz | te]0,1]} sisdltyy joukkoon A. Pisteitd zq ja z; yhdistavéksi poluksi
kiy janapolku v: [0,1] — C, y(t) := (1 — ) 29 + t 2.

d) Jokainen kiekko B(a;r) ja B(a;r) on konveksi (HT), joten kiekot ovat yhteniisi.

e) Joukko A := C\{z € C | Re(z) = 0} on epdyhtendinen. M&iritelméssd voidaan
valita U := {z € C | Re(z) > 0} ja V := {z € C | Re(z) < 0}.

LAUSE 1.39. Olkoot A;, j € J, yhtendisid joukkoja.
Jos (N;ey Aj # &, niin | J,.; A; yhtendinen.

Tobistus. Olkoon A :=(J,.; 4;.
Tehdaén antiteesi: A on epayhtenéinen.

Olkoot U ja V avoimet joukot kuten epdyhtenéisyyden méaéritelméssa.
Koska
@zAﬂUﬁVzU(AijmV),
jed

on A, nUnV = kaikille j € J.

OlkoonzoeﬂjeJAj. Koskn AcUuVjaAnUnNV =, onjoko zoe AnU
tai 2o € An V. Oletetaan, ettd zp € An U. Talloin 2y € A; n U kaikille j € J.

Koska jokainen A; c A< U uV ja A; on yhtendinen, on oltava V n A; = (.

Ehdosta ANV # & seuraa kuitenkin | J,.;(4;nV) # &, joten jokin A;,nV # &.
Tamaé on ristiriita edellisen kanssa. U

LAUSE 1.40. Olkoon f: A — C jatkuva ja A yhtendinen. Talldin kuvajoukko f(A)
on yhtendinen.

TobisTus. Jitetddn lukijan tehtédviaksi. 0
MAARITELMA 1.41. Pisteiti zg € C ja 2, € C yhdistdvd jana on
J(Zo, 21) = {(1 — t) Zo+t2 | te [O, 1]}

Jana J(zo, z1) on koordinaatiston suuntainen, jos Re zg = Re z; tai Im zg = Im 2.

Pistejonon (29, 21, - - ., 2,) Mdadrddmd murtoviiva on
M (20, 215+ -5 21) == (20, 21) U J(21,22) U -+ U T (281, 21)-
Murtoviiva M (zo, z1, - . ., 2;) on koordinaatiston suuntainen, jos sen jokainen jana
J(2j,2541), 7 €{0,...,k — 1}, on koordinaatiston suuntainen.
Murtoviiva M = M (zg, 21, - . ., 2x) on joukon A = C murtoviiva, jos M < A.

MAARITELMA 1.42. Joukko A < C on murtoviivayhtendinen, jos kaikille 2’ € A
ja 2" € A on olemassa murtoviiva Mz, z1, ..., 2) siten, ettd 2/ = zy, 2"’ = z ja
M (zo, 21, ..., 2,) < A.
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Koordinaatiston suuntainen, pistejonon (2o, 21, . . ., 2x) MAArdaméa murtoviiva.

Huomaa, ettd murtoviivayhtenéinen joukko A on polkuyhtenéinen. Kun pisteille
2 e Aja 2" € A valitaan murtoviiva M (2g, 21, ..., zx) siten, ettd 2/ = zy, 2" = 2 ja
M (zo, 21, ...,2,) < A, voidaan méaaritelld joukon A polku v: [0, k] — A asettamalla
V(t) = (1 - (t_j))zj + (t_j)zj+17 kun ¢ e [jaj + 1] jaje {07"'7k_ 1}

MAARITELMA 1.43. Yhtendinen avoin joukko on alue.

LAUSE 1.44. Avoimelle joukolle D < C seuraavat ehdot ovat yhtdpitivid:

(i) D on alue;
(ii) D on polkuyhtendinen;
(iii) D on murtoviivayhtendinen.

Jos D on alue, on kaikille 2 € D ja 2" € D olemassa koordinaatiston suuntainen
b
murtoviiva M (zg, 21, ..., 2x) siten, ettd 2’ = zy, 2" = zx ja M(zo,21,...,2,) < D.

TobisTus. Jos mitkd tahansa kaksi pistettd 2z’ € D ja z” € D voidaan yhdistda
koordinaatiston suuntaisella murtoviivalla, on D murtoviivayhtendinen ja t&alléin myo6s
polkuyhtenéinen.

Lukijan tehtdvéksi jatetddn osoittaa implikaatio (ii)=-(i).

Todistetaan viimeinen véite (i)=>(iii).

Kiinitetdan zg € D, ja asetetaan

U := {z € D | on olemassa koordinaatiston suuntainen joukon D

murtoviiva M (zg, 21, . . ., 2), Missi zx = z}.

Selvésti zg € U, joten U # (.

Osoitetaan, ettd U ja V := D\U ovat avoimia. Koska U n'V = &, U vV =
D, U # ¢ ja D on yhtendinen, on oltava V = ¢J, miké tarkoittaa, ettd D on
murtoviivayhtenédinen vieldpé niin, ettd pisteitd yhdistaviksi murtoviivoiksi voidaan
valita koordinaatiston suuntaisia murtoviivoja.

U on avoin: Olkoon z € U. Joukon U méaritelmén nojalla on olemassa koordinaa-
tiston suuntainen joukon D murtoviiva M := M(zg, 21, ..., 2x), missd z; = z. Koska
z € D ja D on avoin, on olemassa r > 0 siten, ettd B := B(z;r) < D. Osoitetaan,
ettd B < U (jolloin jokainen joukon U piste on sen sisdpiste, ja U néin avoin). T&t&
varten olkoon w € B. Olkoon w; := z + Re(w — z) (katso kuvaa).
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Murtoviiva J(z,w;) u J(wy, w) on koordinaatiston suuntainen ja siséltyy kiekkoon
B, joten M v J(z,wy) v J(wy,w) on pisteitd zy ja w yhdistavé joukon D koordinaa-
tiston suuntainen murtoviiva. Téstd seuraa, ettd w e U.

Koordinaatiston suuntainen joukon D murtoviiva M (zg, 21, .. ., 2k—1, 2, W1, W).

V = D\U on avoin: Jos z € V, on olemassa r > 0 siten, ettd B := B(z;r) < D.
Téalloin B < V. Muussa tapauksessa on olemassa piste w € B n U. Kuten edelld nyt
l6ydettéisiin pisteitd zg ja z yhdistava joukon D koordinaatiston suuntainen murto-
viiva (yhdistd piste zy ensin pisteeseen w ja sitten w pisteeseen z). Tamé kuitenkin
tarkoittaisi, ettd z € U, miké on vastoin pisteen z valintaa. Néin ollen B < V, ja V|
on avoin. U

Esimerkit joukoista, jotka ovat yhtenéaisiéd, mutta eivét polkuyhteniisia, eivat ole
yvksinkertaisia. Standardiesimerkki téllaisesta on ns. topologin sinikdyra: H

S:={iyeClye[-1,1]} ufr+isini]|z >0}

1

0.5

-0.5

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 03

Topologin sinikéyré.
Esimerkkiné yhtenéisyyden kiytostéa todistetaan:

10SERGE LANG (1927-2005; Ranska ja USA) sanoo kirjassaan Real and functional analysis (kol-
mas laitos, Graduate Texts in Mathematics 142, Springer-Verlag, 1993) ”...the sort of pathology
which arises from sin(1/z) is just that: pathology.”
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LAUSE 1.45 (Rajanylityslause). Olkoot A = C ja C' = C yhtendinen. Jos C' kohtaa
joukon A ja sen komplementin C\A, joukko C kohtaa myds reunan 0A.

Tobistus. Olkoot U joukon A sisdpisteiden joukko ja V' joukon A ulkopisteiden
joukko (eli joukon C\ A sisépisteiden joukko). Télloin U ja V ovat avoimia, UnV = &F
jaU uV udA =C. ANTITEESIL: C ei kohtaa reunaa 0A eli C n dA = . Talloin on
CcUuUV.Lisiksi UnC # & (koska A c UudAjaCnA #+ &) jaVnC # & (koska
C\AcVudAdjalCn(C\A) # ). Télloin C ei kuitenkaan olisi yhtenédinen. O

1.5.5. Yhteniisyyskomponentit. Olkoon A < C. Pisteille zp € A ja z; € A
méédritelladn relaatio zp ~ 2z; (tai tarkemmin merkittynd zo ~4 21), jos on olemassa
yhtendinen joukko C' < A siten, ettd zg € C' ja z; € C.

Relaatio ~ on ekvivalenssirelaatio, t.s. kaikille pisteille zgp € A, 21 € Ajazp € A

(1) zo0 ~ 2o (refleksiivisyys; valitse C' := {20});
(ii) jos zo ~ 21, niin 21 ~ 2 (symmetrisyys; relaation ~ mééritelma on symmet-
rinen pisteiden zy ja z; suhteen);

(iii) jos zg ~ 21 ja 21 ~ 29, niin 2y ~ 2y (transitiivisuus; valitse yhtendiset C; ja

Cs, joille zy € C, z1 € C, 21 € Cy ja z9 € Cy; koska z; € C) n Uy, lauseen
nojalla C' := C] u Cy on yhtendinen, jolle zy € C ja 2z, € C).

MAARITELMA 1.46. Joukon A pisteen zy madrdiimd (yhtendisyys-)komponentti
on pisteen zy ekvivalenssiluokka [29] = [20]4 ekvivalenssirelaation ~ 4 suhteen.

Muista: Minka tahansa ekvivalenssirelaation ~ ekvivalenssiluokille on voimassa

(i) jokainen ekvivalenssiluokka [z] # &F;
(ii) keskendin eri ekvivalenssiluokat ovat pistevieraat: joko [z] = [w] (jos z ~ w)
tai [z] N [w] = T (jos z # w);

(ili) ekvivalenssiluokkien yhdiste on koko perusjoukko:  J._4[2] = A.

Joukon A < C yhtendisyyskomponentit C;, 7 € J, muodostavat siis joukolle A
osituksen: niiden yhdiste on A, ja kaksi eri yhtenéisyyskomponenttia ovat keskendin
pistevieraat. Téssé indeksijoukko J voidaan ajatella muodostettavan pisteistd z € A
seuraavasti: jokaisesta yhtendisyyskomponentista C' valitaan tdsmélleen yksi edustaja
zc € A. Naméa edustajat muodostavat indeksijoukon

J :={z¢ | C on Am yhteniisyyskomponentti}.

Vaihtoehtoisesti J := A/~ 4 = kaikkien ekvivalenssiluokkien joukko ja indekseja ovat
ekvivalenssiluokat j = [z].

Pisteiden maaraamilld yhtendisyyskomponenteilla on seuraava suoraan mééritel-
méstd saatava maksimaalisuusominaisuus:

LAUSE 1.47. Olkoot A < C ja C < A. Jos C on yhtendinen ja zg € C, on
C < [20]a (= pisteen zy yhtendisyyskomponentti joukon A suhteen). O

Lauseen tulosta kdytetédén toisinaan mééritteleméén pisteen zg yhteniisyyskom-
ponentti seuraavasti ("pisteen zo yhtendisyyskomponentti joukon A suhteen on jou-
kon A laajin yhtenéinen, pisteen z, siséltavé osajoukko”): Joukko C’ on pisteen zg
yhtendisyyskomponentti joukon A suhteen, jos ja vain jos

(i) C' < A;
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(11) 20 € O/,
(iii) C” on yhtendinen; ja
(iv) jos C toteuttaa vastaavat ehdot (i)—(iii) kuin C’, niin C' < C".

LAUSE 1.48. Avoimen joukon G < C yhtendisyyskomponentit ovat avoimia.

TobisTtus. Tehdéddn antiteesi: Joukolla G on ei-avoin yhtendisyyskomponentti C'.
Olkoon C' pisteen 2y, méardadma yhtenéisyyskomponentti.

Koska C' ei ole avoin, on olemassa z € C siten, ettd B(z;r) ¢ C millekdén r > 0

Koska G on avoin ja z € G, on olemassa ¢ > 0 siten, ettd B(z;0) < G.

Koska C' ja B(z; 0) ovat yhtenéisié ja z € C'n B(z; 0), on C' U B(z; 0) yhtenéinen
(lause [1.39)). Edellisen lauseen nojalla C' U B(z; 0) < [2]¢ = C, jolloin B(z; ) < C.
Tehdyn antiteesin nojalla pitéisi kuitenkin olla B(z;0) ¢ C. O



LUKU 2

Holomorfiset funktiot

Matemaattisen analyysin, reaalisen ja kompleksisen, kekskeisid ongelmia on sel-
vittdaa funktioiden kayttaytymistd derivaatan ja integraalin avulla. Téssa luvussa tar-
kastellaan kompleksimuuttujan kompleksiarvoisen funktion derivaattaa.

2.1. Kompleksinen derivaatta

MAARITELMA 2.1. Olkoot G < C avoin joukko, zg € G ja f: G — C annettu
funktio. Sanotaan, ettd funktiolla f on pisteessd zy kompleksinen derivaatta tai etté
funktio f on kompleksisesti differentioituva pisteessd zy, jos raja-arvo

z)— f(z
o 1) = S
220 Z— 20
on olemassa. Jos f on kompleksisesti differentioituva pisteessé zy, merkitdan
f(z) = f(20)
z2—20 Z— 20

ja sanotaan, ettd f’(zo) on funktion f kompleksinen derivaatta pisteessd zo.
Jos funktiolla f on kompleksinen derivaatta avoimen joukon G jokaisessa pistees-
sé sanotaan, etta funktio f on holomorfinen joukossa GE]

Kompleksisen derivaatan olemassaololle yhtéapitdavaa on, ettd raja-arvo

lim f(zo+h) — f(20)
h—0 h

on olemassa. Téssé raja-arvon muodossa tirkedd on, ettd muuttujan h pitdd voida
ldhestyd nolla miten tahansa, t.s. sen “liikkkumista” ei saa rajata millekdan kéayrélle
tai kokoelmalle kéyrid, esimerkiksi koordinaattiakseleille ja origon kautta kulkeville
suorille.

Kompleksisen derivaatan ja differentioituvuuden kasittelemiseksi usein hyodylli-
nen on seuraava ehto: Funktio f on kompleksisesti differentioituva pisteessd zg, jos ja
vain jos on olemassa luku ¢ € C ja origon jossakin ympdristossi B(0;r) madritelty
funktio E siten, ettd

(CD) f(zo+h)= f(z0) +ch+ E(h) ja —= —0, kunh—0,
Lisdksi, jos ehto (CD) toteutuu, on f'(z) = c.
Wiimeksi muutettu 4.1.2020.

2Nimityksem holomorfinen sijasta kdytetddn usein nimitystd analyyttinen funktio. TAma nimitys
varataan kuitenkin toiseen kéyttoon kurssille CAn2.

28
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TobpISTUS. =: Oletetaan, ettd f'(zp) on olemassa. Olkoon r > 0 siten, ettd
B(zp;7) € G. Maéritelldén

E(h) := {f(20+h)—f(2’0)—f’(zo)h, kun 0 < |h| < r, ja
0, kun h = 0.
Talloin f(zo + h) = f(z0) + f'(20) h + E(h), kun |h| <7, ja

’E(h)‘ ’E(h>’ _ ‘f(zO +h) — f(z)
] h h

Siis ehto (CD) toteutuu, kun ¢ := f'(2).

— f'(20)] = 0, kun h — 0.

«: Kééntéen, yhtédlostd (CD) saadaan

f(Z0+h)_f(ZO):C+@_)C kun h — 0
h h ’ ’

joten f’(zp) on olemassa ja = c. O

ESIMERKKI 2.2. Funktio f: C — C, f(z) := 2%, on holomorfinen ja f'(z) = 2z
kaikille z € C. Nimittéin, f(z + h) = (2 + h)? = 22 + 22 h + h? = f(2) + ch + E(h),
kun ¢ := 2z ja E(h) := h®. Funktiolle E on voimassa |E(h)/|h|| = |h?/|h|| = |h| — 0,
kun h — 0, joten véite seuraa ehdosta (CD).

Yleisemmin, olkoon f(z) := 2", missd n € Z,. Télléin f on holomorfinen ja
f'(2) = nz""! kaikille z € C. Kéytet#iéin apuna binomikehitelm#a

(z4+h)" = i (n) ERE =2 2 R+ i <n> "R RE
o \F i \k

Saatu kehitelmd on muotoa (CD), missd ¢ := n2""! ja

E(h) = ; <Z> ok gk = p2 i (Z) ok ph2,

k=2
Kun || < 1, on

E(h) o (1 n—k 7 k—2 o (n n—k| _,

kun h — 0.

ESIMERKKI 2.3. Funktio f: C — C, f(z) := Z, ei ole kompleksisesti differentioi-
tuva missédn pisteessd. Funktion f erotusosaméira pisteessi z on

f(z+h)— f(2) :z+h—Z:E:{ I,kun h > 0, ja

h h h —1,kun h = it, missa ¢t > 0.

Téasté seuraa, ettd funktion f erotusosamédrillé ei ole raja-arvoa, kun h — 0, joten
f ei ole kompleksisesti differentioituva pisteessa z.

LAUSE 2.4. Jos funktio f on kompleksisesti differentioituva pisteessd zg € G, niin
f on jatkuva pisteessd zg.

Tobistus. Jatetddan lukijan tehtédvéksi. U
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LAUSE 2.5 (Derivointisdantéjd). Olkoot G < C avoin joukko, zg € G, X € C vakio
ja f: G — C ja g: G — C pisteessi zy kompleksisesti differentioituvia funktioita.
Talloin N f, f+ g ja f g ovat kompleksisesti differentioituvia pisteessd zy. Jos lisdksi
g(z0) # 0, on 5 kompleksisesti differentioituvia pisteessd zg.

Lisdksi
(i) (Af)'(20) = Af'(20)
(ii) (f+g) (20) = f'(20) + ¢'(20)
™ Fi Tty
. 20) 9lz0) — J(20) 9 (20
() ( >(ZO) N 9(z0)?

TobisTus. Todistetaan malliksi kohta (iii). Kédytetdan apuna kehitelmééd (CD):
flzo+h) = f(z0) +csh+ Ef(h) ja g(z0+h)=g(z0) +cgh+ Ey(h),
missd ¢y = f'(20), ¢g = ¢'(20), Ef(h)/h — 0 ja E,(h)/h — 0, kun h — 0.
Naiden avulla tulolle saadaan
f(z0+h) g(z0 + h) = f(20) 9(20) + 5 g(20) h + Ey(h) g(20)
+ f(20) cgh + cpegh® + Ep(h) g b
+ f(20) Eg(h) + ¢ h Eg(h) + Ep(h) Ey(h)
= f(20) 9(20) + ¢y g(20) h + [(20) ¢y h + E(h),
missé
E(h) := E;(h) g(20) + cycgh® + E¢(h) ey h
+ f(20) Eg(h) + ¢y h Eg(h) + Eg(h) Eg(h).
Lukijan tehtéviksi jatetddn osoittaa, ettd E(h)/h — 0, kun h — 0. Kehitelmén (CD)
nojalla tulo f g on kompleksisesti differentioituva pisteessa z; ja
(f 9)'(20) = ¢r 9(20) + f(20) cq- m

ESIMERKKEJA 2.6. a) Jokainen polynomi p(z) = a, 2" +a,_1 2" '+ +ay 2z +ao,
misséd n € N ja jokainen a; € C, on kompleksisesti differentioituva koko kompleksita-
sossa ja sen derivaatalle on voimassa tavanomainen polynomin derivointikaava.

b) Kun ¢(2) = by, 2™ + b1 2™ 1 + -+ + by 2 + by on toinen polynomi, N := {z €
Clq(z) =0}ja f: C\N — C, f(2) :==p(2)/q(2), on f osaméirin derivointisd&nnon
nojalla kompleksisesti differentioituva kaikissa pisteissd z € C\N ja sen derivaatta
saadaan tavanomaisella osaméérian derivointikaavalla.

¢) Olkoot D := C\(—0,0] ja f: D — C,
f(2) == Vz = /]2] A2,

Madritelmén [1.15] kaavan nojalla f on jatkuva jokaisessa pisteessd z € D. Erotus-
osaméaralle pisteessa zy € D saadaan

f(z) = f(z0) _ vVz—+A _ VZ =% 1 1
Z =2 r—zn (WVi-va) Vityvam) Vetva o W

kun z — 2. Siis f on kompleksisesti differentioituva pisteessé 2o ja f'(20) = 1/(2+/20)-
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Lauske 2.7 (Ketjusdénto). Olkoot G < C ja G' < C avoimia joukkoja, zy € G,
f: G —C jag: G — C annettuja funktioita. Oletetaan, etti

(i) f(G) =@
(i) f on kompleksisesti differentioituvia pisteessd zo; ja
(iii) g on kompleksisesti differentioituvia pisteessi wqy = f(2o).

Talloin g o f on kompleksisesti differentioituva pisteessd zy ja
(g0 f)(20) = ¢'(f(20)) f'(=0)-
TobpisTus. Kehitelmén (CD) nojalla
f(z0 + 1) = f(20) = ['(x0) h + Ef

(h)
missd Ef(h)/h — 0, kun h — 0, ja E,(k)/k — 0, kun k£ — 0.
Asetetaan k := f(zo + h) — f(20) = f'(20) h + E¢(h). Téalloin

ja  glwo + k) — g(wo) = g'(wo) k + Eg(k),

k] < [f'(20)| [A] + | Ey ()]
jawg + k= f(zo + h), joten

(g0 f)(z0+h) = (g f)(z20) = g'(wo) ['(x0) h + Egor(h)
Egor(h) := g'(wo) Ey(h) + Eg(k)

toteuttaa ehdon E,.¢(h)/h — 0, kun h — 0. Ensimmaéisen termin osalta tdméi on
selvdd. Termid Ey (k) varten valitaan aluksi d; > 0 siten, ettd 01 < 1 ja |Ef(h)/h| <1,
kun 0 < |h| < §;. Télloin |k/h| < |f'(20)| + |Ef(h)/h| < |f'(20)] + 1. Koska f on
jatkuva pisteessé zg, on k = f(zo + h) — f(20) — 0, kun h — 0. Siis

’Eg(k)‘ _ ‘Eg(k‘)Hﬁ‘ < )Eg(k‘)
h ko h k

(o)l +1) — 0,
kun h — 0. O

ESIMERKKI 2.8. Olkoon

22 —1\10
h(z) := <22 n 1) ,  kun z ¢ {i, —i}.
Talloin h = g o f, misséi
22—-1 10
f) =50 glw)=w

Osamadran derivointisdénnon (lause kohta (iv)) f on kompleksisesti differentioi-
tuva pisteissd z ¢ {i, —i}. Vastaavasti g on kompleksisesti differentioituva kaikkialla.
Ketjusddnnon nojalla h on kompleksisesti differentioituva pisteissé z ¢ {i, —i}. Deri-
vaatan laskeminen jétetddn lukijan tehtéavéksi.
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2.2. Cauchyn ja Riemannin yhtilot

Selvitetdédn seuraavaksi, miten kompleksinen differentioituvuus liittyy osittaisde-
rivaattoihin ja reaalianalyysissa kédytettyyn derivaattaan.

Olkoot G < C avoin, zg € G ja f = u +iv: G — C annettu funktio, missé u ja v
ovat reaaliarvoisia,

u(z,y) = Re(f(z +iy)) Ja vl(z,y):=Im(f(z+iy)).

Palautetaan kurssista Vektorianalyysi 1E| mieleen funktion differentioituvuuden
késite, jota erotukseksi kompleksisesta differentioituvuudesta kutsutaan téssa reaa-
liseksi differentioituvuudeksi: Funktio f on reaalisesti differentioituva pisteessd zy,
jos on olemassa lineaarikuvaus A: R?* — R? ja jossakin origon ympiristossi B(0;r)
madritelty funktio E siten, ettd
(RD) f(z0+ h) = f(z0) + Ah+ E(h) ja W—)O’ kun A — 0.

Téssé lineaarikuvaus A, funktion f derivaatta D f(zo) pisteessd zo, samaistetaan sen
standardikannan suhteen médrityn 2 x 2-matriisinsa eli Jacobin matriisin kanssa/]

o[£ 8]

Seuraava lause selvittda reaalisen ja kompleksisen differentioituvuuden vélisen yh-
teyden:

LAUSE 2.9 (RDCD). Funktio f = u + iv on kompleksisesti differentioituva pis-
teessd zg € G, jos ja vain jos f on reaalisesti differentioituva pisteessd zy ja sen reaali-
ja imaginaariosa toteuttavat Cauchyn ja Riemannin yhtalot

(CR) Te) = Sota) do S (an) = — 5o

Pisteessd zg kompleksisesti differentioituvalle funktiolle f on

Fia0) = S a) = =i 5 ).

TobisTus. =: Oletetaan, ettd f on kompleksisesti differentioituva pisteessa zg.
Kehitelmén (CD) nojalla on olemassa origon ympéristossd médritelty funktio F
siten, etta

(CD) f(zo+h) = f(z2) +ch+ E(h) ja —* —0, kunh — 0,

missi ¢ := f'(z0). Koska kuvaus R? — R? h + ch, on lineaarinen, on f reaalisesti
differentioituva pisteessi zg ja D f(zo)h = ch.

3Aiempia relevantteja kursseja ovat Vektorifunktioiden analyysi 1B ja Differentiaalilaskenta 1.

4KARL WEIERSTRASS (1874): "Wir Deutsche gebrauchen statt dessen nach Jacobi’s Vorgange
fiir partielle Ableitungen das runde ¢.” CARL GUSTAV JACOB JACOBI (1804—1851) otti pydredn d:n
0 osittaisderivaatan merkinnéksi artikkelissa De determinantibus Functionalibus, Crelle’s Journal 22
(1841).
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Cauchyn ja Riemannin yhtéloiden osoittamiseksi maarataan funktion f osittais-
derivaatat. Valitaan h € R, h # 0. Téalloin

flaoth) = flzo) _ B 0 o
h h ’ '

Koska toisaalta M — gf( 0), kun h — 0, on Sf( 0) = ¢

Valitaan seuraavaksi h € {R\{0} eli h = it, missd t € R\{0}. Télloin
flzo+it) = f(zo) _ . E(it)

=ic+1———1c, kunt— 0.
t 1t

Koska toisaalta £Z0t=f(z0) _, gf( 0), kun ¢t — 0, on a L(2)
= —i

t
Yhdistaméalla ndméa tiedot saadaan gf (20) =

=ic
a—f( ) Koska %(ZO) =

Z;ﬁ( 0) +1 590(20) ja f(Zo) ( 0) Ti% ( 0), saadaan
ou _Ov _o0u ov
%(2’0)4'2%(20) = —1 8_y( )+a—y(zo)

Cauchyn ja Riemannin yhtélot seuraavat tésté.

<: Oletetaan nyt, ettd f on reaalisesti differentioituva pisteessi 2 ja sen reaali- ja
imaginaariosa toteuttavat Cauchyn ja Riemannin yhtélot. Olkoon A = D f(zp) funk-
tion f Jacobin matriisi pisteessé zp. Télloin on olemassa origon ympéristosséd maari-
telty funktio F siten, ettd
E(h)

(RD) f(zo+h) = f(z) + Ah+ E(h) ja WH kun h — 0.

Cauchyn ja Riemannin yhtéaldiden nojalla

A= s =[50 g < [El) g

a_x(ZO) oy (20)

Kun h = hl +lh2 = (hl,hg) on

~[24(20) ha — 2(20) ha
Ah—lg £ o) iy + (. >h2]

0 0 0 0
= Sz = (o) ha + i (5 (z0) b+ 5 (20) B

— (g—Z(zo) +4 Z—Z(Zo)) (h1 + 1 hs)

Funktion f reaalinen differentioituvuuskehitelmé (RD) on siis muotoa (CD), missé

= %(z) + i &(2), joka takaa funktion f kompleksisen differentioituvuuden. O

LAUSE 2.10. Oletetaan, etta funktz’on f: G — C reaali- ja imaginaariosilla u ja
v on osittaisderivaatat g;f, a;‘, S Ja a Y joukossa G, ne ovat jatkuvia pisteessd zy € G

ja toteuttavat Cauchyn ja Riemannin yhtalot

(CR) Te) = Sola) do S (an) = — 5o

Talloin f on kompleksisesti differentioituva pisteessd zg.
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TobisTus. Vedotaan kurssissa Vektorianalyysi 1 todistettuun tulokseen: Lauseen
oletuksilla osittaisderivaattojen jatkuvuudesta pisteessé zp (ilman Cauchyn ja Rie-
mannin yhtiloitd) seuraa funktion f reaalinen differentioituvuus pisteessé z. Edelli-
sen lauseen RDCD nojalla reaalinen differentioituvuus yhdessd Cauchyn ja Riemannin
yhtéloiden kanssa takaa kompleksisen differentioituvuuden. 0

HuomAuTUS 2.11. Pelkdt Cauchyn ja Riemannin yhtalot eivét riitd! Olkoon

e V= kun z £ 0,
f(z) =
0, kun z = 0.

Koska g(z) := €* on holomorfinen koko kompleksitasossa ja h(z) := —1/z%, kun
z # 0, on holomorfinen joukossa C\{0}, on f = goh ketjusddnnon nojalla holomorfinen
joukossa C\{0}. Tarkastellaan seuraavaksi origoa. Kun x € R, x # 0, on

lim M — lim ﬂ ™ Jim ﬁ ()
z—0+ z—0 z—0+ X t—w et ’

missd kohdassa () on sijoitettu ¢ = 1/z%. Raja-arvon laskemisessa, kohta (=), voidaan
kiyttad epiayhtilod ef > 1+t (joka saadaan esimerkiksi eksponenttifunktion Taylorin
kehitelmésté ' = 1 + ¢ + 5 € ¢2 jollekin & € (0,¢), kun ¢ > 0).

Vastaavalla tavalla saadaan

i £ = 1(0)

=0
e—0— -0 ’

joten funktiolla f = u + ¢v on osittaisderivaatta

of ou .0V

Edelleen vastaavalla tavalla funktiolle f = u + i v saadaan osittaisderivaatta (HT)

of ou . O0v

Niisté seuraa, ettd f toteuttaa Cauchyn ja Riemannin yhtélot origossa. Funktio f ei
kuitenkaan ole kompleksisesti differentioituva origossa, koska f ei ole jatkuva origossa:

flre™hy =™ - oo, kunr — 0.
ESIMERKKEJA 2.12. a) Olkoon f(z) :=¢*. Kun f =u+ivjaz=x+1iy, on

u(z,y) = e cosy ja wv(zr,y) =e"siny.

Talloin
ou - ou .
%(:c,y) = e” cosy, (}—y(x,y) = —e"siny,
v . Ov

—(z,y) = €*sin a —(z,y) = e”cosy.
) y ay( y) y

Cauchyn ja Riemannin yhtélot toteutuvat siis kaikkialla. Koska funktioiden u ja v
osittaisderivaatat ovat kaikkialla jatkuvia, funktio f on holomorfinen lauseen [2.10
nojalla.
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b) Olkoon f(z) := Log(z). Talléin f on holomorfinen joukossa G := C\(—0,0].
Logaritmin pédhaaralle u(x,y) = In+/x% + y? ja v(x,y) = 2arctan ﬁp' joukossa G.
Cauchyn ja Riemannin yhtéloiden toteutuminen ja funktioiden u ja v osittaisderi-
vaattojen jatkuvuuden selvittdminen jatetddn lukijan tehtéviksi. (Logaritmin holo-
morfisuus joukossa G saadaan mychemmin selville helpommin.)

c) Olkoon f(z) := z. Téllsin * = 1 # g—;, joten f ei ole holomorfinen.

2.3. Cauchyn ja Riemannin yhtédlon seurauksia

LAUSE 2.13. Olkoot D < C alue ja f: D — C holomorfinen. Jos f'(z) = 0 kaikille
z € D, nuin f on vakio alueessa D.

Tobistus. Kun u := Re f ja v := Im f, saadaan Cauchyn ja Riemannin yhtaloi-
den nojalla

PG = )+ i G () = S — i 5 )

Koska oletuksen nojalla f'(z) = 0 kaikille z € D, on g—g(z) =0 ja giy‘(z) = 0 kaikille
z € D. Osoitetaan, ettd u on vakio. Imaginaariosa v osoitetaan vakioksi vastaavalla
tavalla. Néistd yhdessi seuraa, ettd f on vakio.
Kiinnitetdédn zy € D. Lauseen [1.44] nojalla jokaiselle z € D on olemassa koordinaa-
tiston suuntainen murtoviiva M (zg, 21, ..., 2x) < D siten, ettd z, = z.
Reaalimuuttujan funktioiden viliarvolauseen nojalla jokaisella janalla J(z;, zj_1),

je{l,...,k}, on piste ¢; niin, ettd

u(zj) —u(zj-1) = {

Koska 2%(z) = 0 ja $%(2) = 0 kaikille z € D, on siis u(z;) = u(z;_;) kaikille j €

%(Cj) (Rezj —Rezj_1), josImz; =Imz; g,
S—Z(Cj) (Imz; —Imz,;_4), jos Rez; = Rez;_;.

ox oy
{1,...,k}. Tastd saadaan
w(z) = u(zx) = u(zk_1) = - = u(21) = u(z).
Funktiolla u on siis jokaisessa alueen D pisteessd sama arvo kuin pisteessé zg. U

LAUSE 2.14. Olkoot D < C alue ja f: D — C holomorfinen. Jos jokin funktioista
w:=Re(f), v:=Im(f) tai |f|

on vakio, nitn f on vakio.

TobisTus. Jatetddn lukijan tehtédviksi. 0
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2.4. Trigonometriset funktiot
Kun t e R, on

it it

e'" =cost+isint ja e ' =cost—1isint,

joten

cost =z (e +e7) ja sint =g (e —e).

Kaytetddan néitd kaavoja yleistdmééan sinin ja kosinin méaaritelmét kompleksisille
muuttujan arvoille.

MAARITELMA 2.15. Kaikille z € C mééritellaan kompleksinen sini ja kompleksi-
nen kosini kaavoilla

cosim HE 4 e Ja sinzie (6 - o).

Kun z € C ja cos z # 0, maéritellaan kompleksinen tangentti kaavalla

sin 2z
tan z := .
cos z
Kun z € C ja sin z # 0, mééritelladn kompleksinen kotangentti kaavalla
COS 2
cotz 1= ——.
sin z

xy-plane uv-plane

L .
-3 -2 -1 0 1 2 3 15 -1 -0.5 0 05 1 15

Vasen kuva: z = x + 7y -tason suorakaide S: —m + 1—10 <z<m-— %, % <y<l1.

0
Oikea kuva: w = u + i v -tasossa suorakaiteen S kuvajoukko sin(S5).

N

LAUSE 2.16. Kompleksinen sini ja kosini ovat koko kompleksitasossa holomorfisia
funktioita ja

sin’(z) =cosz ja cos'(z) = —sinz kaikille z € C.

TobisTus. Seuraa kompleksisen eksponenttifunktion holomorfisuudesta, tavalli-
sista derivointisddnnoista (lause 2.5) ja ketjusddnnosta (lause [2.7)). O

HUOMAUTUKSIA 2.17. a) Téssd mééritellyt kompleksinen sini, kosini, tangentti
ja kotangentti saavat reaaliakselilla (pisteissé, joissa a.o. funktio on mééritelty) samat
arvot kuin aiemmin reaalianalyysissd médritellyt sini, kosini, tangentti ja kotangentti.
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b) Suuri osa reaalimuuttujille voimassa olevista trigonometrista kaavoista patee
samassa muodossa kompleksisille muuttujien arvoille (katso seuraavaa huomautusta).
Mutta esimerkiksi kaavasta sin? z + cos? z = 1 ei voida piitelld, ettd |sinz| < 1 ja
|cos z| < 1. Itse asiassa on voimassa sin(C) = C ja cos(C) = C (HT).

HuomauTus 2.18. Koska ekspontenttifunktio on 27 i-jaksoinen, ovat sini ja kosini
2m-jaksoisia. Lisdksi seuraavat tutut trigonometriset kaavat ovat voimassa kaikille
zeCjaweC (HT):

sin? z + cos® z = 1

sin(z + w) = sin z cosw + cos z sin w,

sin(2z) = 2sin z cos z
sin(m — z) =sinz, sin(r/2—2z)=cosz, sin(—z)= —sinz
cos(z + w) = cos z cos w — sin z sin w,

cos(2z) = 2cos’z — 1 = 1 — 2sin® z = cos? z — sin® 2

cos(m —z) = —cosz, cos(m/2—z)=sinz, cos(—z)=cosz

ESIMERKKI 2.19. Méaaratdaan kosinin kompleksiset nollakohdat.
Merkitédén z = x + ¢y. Talléin

0=2cos2 = €% 4+ 7% = TV 4 ity
=e Y (cosz +isinz) + e’ (cosz — isinx)
=cosz (e ¥ +e¥) —isinz(e! —e V).

Siis cosz (e ¥ +¢e¥) = 0 jasinz (¥ —e¥) = 0. Koska eV + e¥ # 0 kaikille y € R,
on cosr = 0. Talloin sinx = £1, joten €Y — e ¥ = 0 ja edelleen y = 0. Kosinin
kompleksiset nollakohdat ovat siis samat kuin reaaliakselilla eli z = 7 + k7, k € Z.

2.5. Kainteisfunktioiden haarat

Olkoot G = C avoin joukko ja f: G — C holomorfinen funktio. Jos on olemassa
holomorfinen funktio g: D — G, jolle

flg(w)) =w kaikille w € D,

niin ketjusddnnon nojalla f/(g(w)) ¢'(w) = 1 kaikille w € D. Erityisesti siis f'(z) # 0
kaikille z € G(D).

Yleisemméssi n reaalimuuttujan funktion tapauksessa (G < R™, D < R") jatku-
vasti differentioituville kuvauksille f ja g ehdosta f(g(w)) = w saadaan ketjusddnnon
nojalla Df(g(w)) Dg(w) = I = yksikkomatriisi. Erityisesti siis Jacobin determinan-
tille pitdd olla det Df(z) # 0. Tamé jatkuvasti differentioituville kuvauksille vélt-
tdméton determinattiehto on yleisesséd usean reaalimuuttujan funktion tapauksessa
myos riittdva takaamaan jatkuvasti differentioituvan kéénteisfunktion lokaalin ole-
massaolon. Holomofisen funktion f = u + iv Jacobin determinantti on Cauchyn ja

Riemannin yhtéldiden nojalla
ou 2 ov 2 NS
- (20) +(£0) =Irer

ox

det Df(z) =

ou v
%(jo) —a—(Zo)
oz \~0

Dz) ()
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LAuske (Kéénteiskuvauslause). Olkoot G < C avoin joukko, zo € G ja f: G — C
kompleksisesti jatkuvasti differentioituva funktio. Oletetaan, etti f'(zy) # 0.

Tdlloin on olemassa pisteen wy = f(20) avoin ympdristé W, pisteen zy avoin
ympdaristo Z ja yksi ja vain yksi kompleksisesti jatkuvasti differentioituva funktio
g: W — Z, jolle

g(wo) = 20, g(f(2)) = z kaikille z € Z, ja f(g(w)) = w kaikille w e W.

TODISTUSTA ei téssé esitetd. Lukijalle jatetdin osoitettavaksi, etté jos f: G — C
on kompleksisesti jatkuvasti differentioituva ja silli on reaalisesti jatkuvasti diffe-
rentioituva kadnteisfunktio g, niin myos g kompleksisesti differentioituva, t.s. jos
f: G — Cjag: D — G ovat reaalisesti jatkuvasti differentioituvia, joille f(g(w)) = w
kaikille w € D, niin ¢ toteuttaa Cauchyn ja Riemannin yhtalot, jos f toteuttaa ne.

Kadnteiskuvauslauseen todistuksessa ongelma on seuraava: Derivaatan jatkuvuu-
desta ja oletuksesta f'(zp) # 0 seuraa, ettd f'(z) # 0 jossakin pisteen zy ympéaristossé.
Reaalimuuttujan tilanteessa tésté voitaisiin padtelld, ettd f on aidosti monotoninen
jossakin pisteen zy ympéristossa. Téllainen funktio on injektio ja siis bijektio kuvajou-
kolleen. Riittdd ndyttad, ettd kuvajoukko on avoin. Vastaavaa pééttelya ei voi tehda
kahden muuttujan funktioille.

On hyvéd huomata, ettd vaikka G olisi yhtendinen ja f'(z) # 0 kaikille z € G, ei
funktion f tarvitse olla injektio. Esimerkiksi, jos G := C ja f(z) := €*, on f'(2) =
e® # 0 kaikille z € C, mutta f(z + 2mi k) = f(2) kaikille k € Z. Jos f rajoitetaan
mihin tahansa joukkoon

Gy ={r+iy|zeR, yo—7m<y <y +m},
on f injektio, kuvajoukko
f(Gy) ={weClwz#red® >0} =C\{-re'® |r >0}

on avoin ja f~': f(G,,) — Gy, on holomorfinen. Tami seuraa kohta todistettavasta

lauseesta 2.22

MAARITELMA 2.20. Olkoot G < C avoin, f: G — C holomorfinen ja D < f(G)
alue. Sanotaan, ettd funktio g: D — G on funktion [ kdadnteiskuvauksen haara alu-
eessa D, jos g on jatkuva ja f(g(w)) = w kaikille w € D.

HuoMAUTUKSIA 2.21. e Funktion f kd#dnteiskuvauksen haara g on siis "oikean-
puoleinen kédnteiskuvaus”. Aito kadnteiskuvaus on "molemminpuolinen” eli sen tulee
liséiksi toteuttaa "vasemmanpuoleinen” ehto g(f(z)) = z kaikille z € G. Se, ettd kéén-
teiskuvauksen haaran ei tarvitse olla oikea kéénteiskuvaus, ndhdéén vaikka juurifunk-
tiosta: n. juuren piaihaara midriteltiin kaavalla {/z = {/|z| exp(i Arg(z)/n), jolloin
kyseinen juuri on jatkuva joukossa C\(—o0,0). Suora lasku néyttaa, ettd ({ﬁ )n =z,
mutta {/2" ei vilttimiittd ole sama kuin z (tarkastele argumentteja). Ongelma piilee
nyt siind, ettd potenssifunktio z — 2™ ei ole injektio missédn origon ympéaristossa.

e On hyva muistaa, ettd jos funktion f kdénteiskuvauksen haara g on kompleksi-
sesti differentioituva pisteessi wy, niin f’(zg) # 0, kun zy = g(wy).
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e Usein kéadnteiskuvauksen haaraa kannattaa selvittdd tarkastelemalla funktion
rajoittumaa sopivaan osajoukkoon. Esimerkiksi juurifunktiolle /2" = z kaikille z € G,
jos G on riittdvén pieni positiivisen reaaliakselin ympéristo (HT).

e Vaikka kéanteisfunktion haaran késite saattaa aluksi vaikuttaa himmentavalta,
kyse ei ole juuri sen kummemmasta ongelmasta kuin arkusfunktioiden kohdalla. Kos-
ka esimerkiksi kosini kuvauksena R — R ei ole injektio, arkuskosinin maérittelemisek-
si rajoitutaan vélille [0, 7], jolla kosini on aidosti vihenevi. Bijektiivisen kuvauksen
cos jo,,1: [0, 7] — [—1, 1] kéénteiskuvaus nimetéén arkuskosiniksi. Jos kosinin rajoit-
tuma otettaisiin vélille [—7, 0], saataisiin toinen kosinin ké#nteiskuvauksen haara,
"vaihtoehtoinen arkuskosini”, eli funktio g, joka annetulle w € [—1,1] antaa ratkai-
sun yhtélolle cos g(w) = w. Kun arkuskosinin antamat ratkaisut ovat vélilla [0, 7],
saadaan kuvauksella g ratkaisut valiltd [—m, 0].

LAUSE 2.22 (Ké#énteiskuvauksen haaran derivaatta). Olkoot f: G — C holomor-
finen ja g: D — G funktion f kddinteiskuvauksen haara alueessa D < f(G).
Jos pisteessi zo € G on f'(z0) # 0, on g kompleksisesti differentioituva pisteessd

Wo, jOll@ g(wO) = 20, ja
1

gl<w0) = f/(zO) :

TobisTtus. Kiadnteiskuvauksen haaran g méiritelmésté seuraa vilittomasti, etta
g on injektio. Erityisesti jokaiselle w € D, jolle w # wy, on g(w) # g(wg) = zp. Siis,
kun merkitdin z := g(w), on

gw) —g(wy)  g(w) — g(wo) z— 2 1 1

wowy  Fg(w) = flo(w) | FD) = fla) | T )
kun w — wy, silla funktion g jatkuvuuden nojalla talloin z = g(w) — g(wy) = 2.

Funktion g kompleksinen differentioituvuus pisteessé wg seuraa tésté. O

ESIMERKKEJA. a) Juurien haarat. Kun f(z) := 2", missdé n € Z, n > 2, on
f'(z0) =nzl"' # 0, kun 2y # 0. Kun wg # 0 ja pisteelle z on 28 = wy, on z # 0,
jolloin funktion f ka#dnteiskuvauksen haara g on differentioituva jossakin pisteen wy

mpéristosséd. Funktion f kadnteiskuvauksen haara on n. juurifunktio ja méaritelmén
kaavan mukaan jokainen juurista gi: w — {/|w| exp(i(Arg(w) + 2w k)/n), k €
{0,1,...,n — 1}, on jatkuva joukossa C\(—o0,0] (harjoituksissa kisitellyn tehtdvan
mukaan argumentin pédhaara on jatkuva kaikissa joukon C\(—o0,0] pisteissd). Siis
juurien haarat g, ovat holomorfisia joukossa C\(—o0,0]. Vaikka juurien haarat ovat
jatkuvia origossa, kompleksista derivaattaa niilla ei ole, koska f/(0) = 0.

b) Logaritmin haarat. Kun f: C — C, f(z) := ¢*, on f'(z) = €* # 0 kaikille
z € C. Jos siis g: D — C, missda D < C\{0}, on funktion f kddnteiskuvauksen mika
tahansa haara, jokin logaritmin haara, on e9) = w, g on holomorfinen ja (lauseen

seurauksena) jollekin jatkuvalle funktiolle 6§ = 6(w),
g(w) =In|w| +i0(w)
Edelleen lauseen nojalla pisteessd z = g(w) on

=

eZ

=g e T
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Jos g: D — C on jokin toinen logaritmin haara, on ¢'(w) = 1/w = §'(w), joten
g(w) = §(w) + vakio (lause [2.13)). Koska e9®) = w = e9(®) = ed(w) gvakio o gvakio — 1
joten vakio on 27t k jollekin k € Z.

¢) Areasini. Hyperbolinen sini mééritelladan koko kompleksitasoon kaavalla

sinhz := 1 (¢* — 7).

Reaaliakselilla hyperbolinen sini on aidosti kasvava, joten silla on aito kdédnteisku-
vaus, areasini, ar sinh. Kompleksitasossa hyperbolinen sini on jaksollinen, joten sill&
on useita kddnteiskuvauksen haaroja.

Yhtilosts sinh 2 = w saadaan e?* — 2we® — 1 = 0, joten

e =w+ V1 + w?

Reaalisia ratkaisuja varten pitédé valita merkki "+”, juureksi neliGjuuren péidhaara ja
logaritmiksi logaritmin pédhaara, joka positiivisella reaaliakselilla yhtyy luonnolliseen

logaritmiin. Siis
w — Log(w + V1 + w?)

on se hyperbolisen sinin kéédnteisfunktion haara, joka reaaliakselilla antaa reaalisen
areasinin.



LUKU 3

Kompleksinen integrointi

3.1. Tieintegraali

MAARITELMA 3.1. Kompleksitason polku on kompaktin vilin [a,b] < R jatkuva
kuvaus v: [a, b] — C. Piste y(a) on polun ~ ldhtopiste (tai alkupiste) ja y(b) pddtepiste
(tai loppupiste). Polun ~y: [a,b] — C jalki |y| on sen kuvajoukko, |y| := v([a, b]).

Kuvaus 7 on sen jéljen |y| parametriesitys.

Sanotaan, ettd polku v on joukon A polku (tai polku joukossa A), jos || < A.

Jos polulle v: [a,b] — C on y(a) = v(b), on v umpinainen.

v(b)

a b /_>

y

-

—
—

v(a)

Polku ~ ja sen jélki |y| = v([a, b]) = C, ja umpinaisen silein polun jalki.

MAARITELMA 3.2. Olkoot 7: [a,b] — C kompleksitason polku, x(t) := Re(y(t))
ja y(t) := Im(y(t)).
Polku v on

(i) jatkuvasti differentioituva, jos funktiot z: [a,b] — Rjay: [a,b] — R ovat jat-
kuvasti derivoituvia (péétepisteissd toispuoleiset derivaatat v/, (a) ja 7" (b));

(ii) siled, jos se on jatkuvasti differentioituva ja +'(t) = 2/(t) +iy/(t) # 0 kaikille
t € [a,b]; jos v on umpinainen, vaaditaan liséksi v (b) = 7/ (a);

(iii) paloittain jatkuvasti differentioituva, jos on olemassa vilin [a, b] jako
{to,t1,. .., tg—1,tx}, missd a = tg < &1 < -+ < tp_1 < tp = b siten, ettd
Ve, ;1 on jatkuvasti differentioituva kaikille j € {1,..., k};

(iv) paloittain siled, jos se on paloittain jatkuvasti differentioituva ja y[y,, | ,(t) #
0 kaikille t € [tj—la t]] ja ] € {1, RN ,k’}

WWiimeksi muutettu 02.02.2020.

41



42

MAARITELMA 3.3. Joukon A tie v (tai v on tie joukossa A, jos ) on joukon A
paloittain jatkuvasti differentioituva polku. Umpinainen polku on silmukka ja umpi-
nainen tie on pz’z’rz’ﬂ

HuoMmAuTUs 3.4. Englanninkielisessé kirjallisuudessa umpinainen polku on usein
closed path (tai closed curve). Koska polku on jatkuva ja véli [a,b] kompakti, on
polun jélki |y| = v([a, b]) suljettu joukko. K&aannos suljettu polku voitaisiin siis tulkita
tarkoittavan kahta eri asiaa. Umpinainen on suomenkielessd mainio tilannetta kuvaava
termi, jolle ei téssé asiayhteydessé voi tulkita vadrin.

Englanninkielisessé kirjallisuudessa nimityksen path sijasta kédytetdén usein ter-
mié curve, jolle luonteva suomennos olisi kayra. Termi kdyra on kuitenkin hyva jattasa
tarkemmin méarittelemétta ja sddstaa se yleiskieliseksi termiksi, joka viittaisi enem-
mén polun jilkeen kuin itse polkuun. (Vaihtoehtoisesti polun jélked voitaisiin nimittaa
polun kéayrdksi, jolloin pelkkd kdyrd jaisi edelleen méadrittelematta.) Nimitysta kaari
kéytetddn toisinaan tarkoittamaan injektiivistd polkua tai sellaisen kuvajoukkoa.

ESIMERKKEJA 3.5. a) Olkoot v: [0,1] — C, n: [0,1] - C ja 9: [0,1] — C,
() = e () = e ja O(F) = e

Talloin ~, n ja 9 ovat jatkuvasti differentoituvia umpinaisia polkuja, siis piireja. Kai-
killa on sama jélki = {z € C | |z| = 1}. Polut v ja n ovat sileitd, mutta polku 9 ei ole:
0'(t) = 4mite* " saa eri arvot pisteissi t = 0 ja t = 1; lisiksi 9/(0) = 0.

b) Olkoot 29 € C jar > 0. T&llsin v: [0,27] — C, y(t) := 2z +7e'!, on zp-keskisen
r-siteisen ympyréan kehdn parametriesitys.

2o+ T

Ympyréipolku t — zy + 7€'l

c) Olkoot 2y ja z; kompleksitason pisteitd. Polku v: [0,1] — C,
y(t) == (1 —1t) 20 + t 29,
on pisteitd zo ja z, yhdistdvd janapolku. Sen kuvajoukko on pisteitd zg ja z; yhdistava
jana, || = J(z0, 21).
d) Olkoot zy, 21 ja z2 kompleksitason pisteitd. Asetetaan 7: [0,2] — C,

L (1—t)20+t21, kunte[O,l],ja
fY(t) _{(1—(t—1))21+(t—1)22, kunte[l,Q].

2Sanastoa (suomi—englanti—ranska): polku—path—chemin, jidlki—trace—support, umpi-
nainen—closed—fermé, silmukka—Iloop—Ilacet, tie—road—route, piiri—circuit—circuit, k#yrd—
curve—courbe.
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Talloin v on tie, jolle

73—(0) = 21 — <0,

(1) = 21 — 29, kunte (0,1), Y. (1) = 21 — 20,

T 29 — 21, kunte(1,2), Yo (1) = 29 — 21,
/

v (2) = 29 — 21.

Polku ~ ei siis ole differentoituva pisteesséd t = 1 paitsi tapauksessa, jossa z; — 29 =
2o — z1. (HT: mité tdmé& tapaus vastaa geometrisesti?)

MAARITELMA 3.6. Olkoot v: [a,b] — C ja n: [¢,d] — C annettuja polkuja.

Polun v wastapolku (tai kééanteispolku tai paluupolku) on polku % : [a,b] — C,
jolle ¥ (t) :=~v(b— (t — a)).

Oletetaan, ettd v(b) = n(c). Polkujen ~ ja n yhdistetty polku on polku v v 1, jolle

2 (1), kun ¢ € [a,b], ja
‘la,b+d—c|] —C, ) =
vV a ‘ (rvm(®) {n(c+t—b), kun t € [b,b+ d — ¢].

7(0) 7 (a)

y(a) 1(d)

Polkujen v ja n yhdistetty polku v v n.

HuomauTus 3.7. Polkujen 7 ja n yhdistetyn polun kohdalla ehto ~(b) = n(c)
takaa, ettd madritelméan kuvaus v v n on polku (eli jatkuva kuvaus; tarkista tdma
hetkeen ¢ = b liittyen). Ehto v(b) = n(c) on siis polkujen v ja n yhdistettivyysehto.
(Huomaa my6s nimitys: v v 1 on polkujen yhdistetty polku, ei yhdiste.)

Kirjallisuudessa merkinnét polun vastapolulle tai polkujen yhdistetylle polulle ei-
vét ole lainkaan standardoituneet. Tahén valitut merkinnét ovat toisaalta intuitio-
ta tukevia eivitki toisaalta ole juurikaan vakiintuneet muuhun kdyttoon (ainakaan
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analyysissd; vakaa v kédytetddn logiikassa ja hilateoriassa, analyysissé joskus harvoin
merkityksessé a v b := max{a, b}).

Huomaa my®os, etté vaikka v ja n ovat kuvauksia, yhdistetyn polun v v n kohdalla
kyse ei ole kuvausten yhdistdmisestda. Englanniksi polkujen yhdistdminen tunnetaan
nimelld juxtaposition of paths tai concatenation of paths, kuvausten yhdistdminen
composition of mappings, ja ettd polkujen yhdistdminen menee kirjoitusjarjestykses-
sd” (v kuljetaan ensin, vasta sitten 7)) toisin kuin kuvausten f ja g yhdistdminen:
yvhdistetyssa kuvauksesssa f o g jalkimmaéinen kuvaus g operoi ensin.

Jos 7 ja i ovat teitd, myos v v n on tie. Erityisesti siis, jos v ja n ovat jatkuvasti
differentioituvia, yhdistetty polku v v n on tie.

Jos v, j € {1,...,k}, ovat janapolkuja, joille polun ~; péétepiste on aina sama
kuin polun v;4; lahtopiste (siis v;(t) = (1 —t) z; + t 2;41), polku

NV v (V) =tV VY

on tie, jonka jalki on pistejonon (z1, ..., 2x41) MA&rddmé murtoviiva.

MAARITELMA 3.8. Olkoot v: [a,b] — C ja n: [¢,d] — C jatkuvasti differentioi-
tuvia polkuja. Sanotaan, etté polku v on ekvivalentti polun n kanssa, jos on olemassa
jatkuvasti derivoituva bijektio h: [c,d] — [a, b] siten, ettéd

(i) h'(u) # 0 kaikille u € [¢,d] ja
(ii) y(h(u)) = n(u) kaikille u € [c, d].

Kuvaus h on ekvivalenssin vélittava parametrinvaihto.

Jos h/(u) > 0 kaikille u € [¢, d], parametrinvaihto h on suunnan sdilyttiva, ja jos
R (u) < 0 kaikille u € [¢, d], parametrinvaihto h on suunnan kddantdvd.

ESIMERKKEJA 3.9. a) Olkoot zy € Cja z; € C, 21 # 2o, sekd y: [0,1] — C, y(t) :=
(1—1t) z9+1t 21, pisteitd z ja z; yhdistédva janapolku. Kun mééritelldén h(u) := -

ja n(u) :== y(h(u)), kun u € [0, |21 — 2o|], on h: [0,]z1 — 2z0|] — [0, 1] aidosti kasvava
bijektio, jolle h'(u) = m # 0. Maéaritelmén nojalla n ja v ovat ekvivalentteja ja h

suunnan sdilyttdva parametrin vaihto. Polulle n on n'(u) = +/'(h(u)) h'(u) = Pe—p
joten |n'(u)| = 1.
b) Olkoot zy € C ja r > 0 sekéi v: [0,27] — C, v(t) := 29 + re't, zp-keskinen,
r-siteinen ympyran kehd. Kun médritellddn h(u) := % ja n(u) := vy(h(u)), kun
€ [0,2mr], on h: [0,27r] — [0,27] aidosti kasvava bijektio, jolle h/(u) = L # 0.
Maaéritelmén nojalla n ja v ovat ekvivalentteja ja h suunnan siilyttdva parametrin
vaihto. Polulle n on n'(u) = «/(h(u)) h'(u) = # e joten |n'(u)| = 1.

Muista: Jatkuvasti differentioituvan polun v: [a,b] — R? pituus on

JW )| dt.

Polun ~ kaarenpituusparametri s: — [0, £(y)] méaritelldan kaavalla

fw )| dr.
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LAUSE 3.10 (Kaarenpituusparametrisointi). Olkoot 7: [a,b] — C siled polku ja
s: [a,b] — [0,4(7)] sen kaarenpituusparametri. Tdlloin s on suunnan sdilyttivi pa-
rametrinvaihto polkujen v ja n := ~v o s~! wililld. Polku n on yksikkévauhtinen, t.s.
|n'(u)| = 1 kaikille u € [0, £(7)]. Sanotaan, ettd polku n on saatu polusta v paramet-
risoimalla v kaarenpituuden suhteen.

TobisTtus. Koska v on jatkuvasti differentioituva, on s jatkuvasti differentioituva
ja §'(t) = |¥/(t)]. Oletuksen nojalla s'(t) > 0 kaikille ¢ € [a,b], joten s on aidosti
kasvava. Koska s(0) = 0 ja s(b) = £(y), on s aidosti kasvava bijektio [a,b] — [0, £(7)].

Olkoot h :=s71: [0,4(7)] — [a,b] jan: [0,4(v)] — C, n(u) := v(h(u)).

Talloin A'(u) = 1/s'(t) > 0, kun s(t) = w eli t = h(u), joten h on suunnan
sdilyttava parametrinvaihto, v ja n ovat ekvivalentteja, ja

’ — ~(h(u '(u :7/(t)
o) = 5 () ) =

Siis |/ (u)| = [+/()|/s'(t) = 1. m

HuomauTus 3.11 (Kaarenpituusparametrisointi paloittain sileélle polulle.). Myos
paloittain siled polku v on mahdollista parametrisoida kaarenpituuden avulla, mutta
talloin polkujen ekvivalenttisuuden ja parametrinvaihdon késitteitéd pitdisi yleistéé.
Esimerkiksi parametrinvaihdolle A pitéisi sallia muuttujanarvoja w, joissa h ei ole
derivoituva. Tarkastellaan esimerkkiné astroidipolkua

v: [0,27] = C, y(t) := cos®t + i sin®¢. 15}

Polku v on jatkuvasti differentioituva, mutta ei si-
led, koska ¥'(t) = 0, kun t = k T, ke{O ,2,3,4}. L

Polun rajoittuman |y, pltuus on 3 (HT) ja kaa-
0,31

renpituusparametri s(t) = 2 sin’t (HT) (Tésséa
funktiolle s sallitaan s'(0) = O ja s'(3) = 0; s on
nytkin aidosti kasvava.) Kun kaarenpltuutta jatke-
taan, pitad vililla [7, 7] asettaa 0
s(t) =3+ 5,17 (T)]dr = 3 + 3 cost (HT).
Edelleen s(t) := 3 + S |7 (7 |d7' = 3 + 3sin’¢,
kun t € [m, %], ja s(t) = 5 + S37'r/2 1Y (7)|dr =
2+ 2cos?t, kun ¢ € [3F, 27]. Niin saadaan kaaren- o o
pituusparametri s: [0, 27] — [0,4 - 2] = [0, 6]. " 08 05 04 02 0 02 o4 05 0z 1
Huomaa, ettéd yksikkovektoriksi normeeratulla tangenttivektorilla /(¢)/|7/(¢)| on

raja-arvot
/
t
=1 ja hm ()

taer |7 (t)|

05

.05 |

= —1.
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MAARITELMA 3.12. Olkoot g: [a,b] — C jatkuva funktio ja u(t) := Reg(t) ja
v(t) :== Img(t), kun t € [a,b]. Funktion g integraali vilin [a,b] suhteen miiritelldin

kaavalla , , ,
f g(t)dt .= J u(t) dt + zf v(t) dt.

MAARITELMA 3.13 (Tieintegraali). Olkoot ~: [a,b] — C jatkuvasti differentioi-
tuva polku ja f: |y| — C jatkuva funktio. Funktion f kompleksinen kiyrdintegraali
polun v suhteen méairitellddn kaavalla

[ s | F) A 1)

Yleisemmin, jos v: [a,b] — C on tie, valitaan vélin [a, b] jako a =ty <t < --- <
te—1 < tx = b siten, ettd vy|[,_, ) on jatkuvasti differentioituva kaikille j € {1,..., k}.
Téalloin funktion f k‘omplek‘smen kayrdintegraali tien v suhteen on

| e dZ‘ZL ) fera =3 [ s o

j=1 ti—1

Jos v on umpinainen, merkitdan

§f(z) dz = Lf(z) dz

HuomauTUs 3.14. Merkintédé (§v f(2)dz ei siis kdytetd muille kuin umpinaisten
teiden eli piirien suhteen lasketuille kompleksisille kdyrédintegraaleille. Kompleksisen
kiyrdintegraalin englanninkielinen nimitys on contour integral (joskus complex line
integral), kun reaalisen vektorikentéin kéyriintegraalista kiytettdva nimitys on curve
integral.

Vektoricalculuksessa késitelty reaaliarvoisen funktion kiyraintegraali kaarenpituu-
den suhteen voidaan laajentaa kompleksiarvoisille funktioille:

MAARITELMA 3.15. Olkoot 7: [a,b] — C jatkuvasti differentioituva polku ja
f: |v| — C jatkuva funktio. Funktion [ kdyrdintegraali polun ~ kaarenpituuden suh-
teen madritellddan kaavalla

ff dz\—ff ds—Jf (0)]dt

Kun v: [a,b] > Con tie, a =ty <t; < -+ < tp_1 <t = b vilin [a,b] jako siten,
ettd v|p,_,,) on jatkuvasti differentioituva kaikille j € {1,...,k}, ja f: |y| — C jat-
kuva funktio, funktion f kdayrdintegraali tien v kaarenpituuden suhteen méadritellaan

kaavalla
ff \dz|—ff ds—ZLI 21zl

ESIMERKKI 3.16. Olkoot f: C\{0} — C, ~: [0,1] — C\{O} jan: [0,1] — C\{0},

1 . ,
f(z):==, ~@1):=3e" ja n(t):=3e "
z



T#llsin polut v ja n ovat sileitd, umpinaisia polkuja, joille on sama jalki |y| = |n| =
{z e C]| |z| = 3}, mutta

3 2 2wt
e2mi
(—dmi)e it ,
ff(z)dzzfo ot dt = —4mi.
n

LAUSE 3.17. Olkoot v: [a,b] — A jan: [c,d] — A teiti joukossa A C, f: A —
Cjag: A—>C jatk:uvia funktioita ja c € C. Tdlloin

(i) §,(f () dZ—Sf z2)dz+§ g(z)dz
(ii) S dz =c¢ S f(z)d

(iii) S“ dz =—{ f(z)dz
(iv) jos yhdzstetty polku Y 77 on mddritelty, on

Lvn f(z)dz = Lf(z) dz + Jnf(z) d>

(v) jos polut v ja n ovat ekvivalentit suunnan sdilyttivdlla parametrinvaihdol-
la, on Sv f(2)dz = Sn f(z)dz, ja jos polut v ja n ovat ekvivalentit suunnan

kddntdvalla parametrinvaihdolla, on § f(z)dz = —§ f(z)dz
(vi) jos | f(2)| < |g(2)| kaikille z € ||, on

] s < | latea=t

Erityisesti ‘Sv f(z)dz| < §,1f(2)] 1d|.
Tobistus. Kohdat (i) ja (ii) HT.

(iii): Koska 5 (t) = v(a+b—1t), on §'(t) = —+'(a + b — t), joten
[Lrrae == soarb-mvass-na® [ fow)

[ red- - [ 1o

missé kohdassa (*) on kéytetty muuttujanvaihtoa a + b — ¢t =: u (huomaa integroin-

tirajojen muuttuminen) ja kohdassa (**) sopimusta SZ cee = — SZ e

(iv): Oletetaan merkintojen yksinkertaistamiseksi, etta v ja n ovat jatkuvasti dif-
ferentioituvia (yleinen tapaus: HT). Télloin yhdistetyn polun v v n mahdollinen ei-
derivoituvuuskohta on ¢ = b ja vilille [a, b+d—c]| voidaan kiyttéé jakoa ty :== a, ty := b
jaty:=b+d—c. Koska (v vn)(t) =+(t), kunt € [a,b], ja (yvn)(t) =n(c+t—0b),
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kun ¢ € [b,b+ d — c] (pditepisteissd toispuoleiset derivaatat), o

J f(z dz_ff dt+fb+d_cf(n(c+t—b))n’(c+t—b)dt

ff dz+J o (u)du=Lf(z)dz+Lf(z)dz

missd kohdassa (x) on kiytetty muuttujanvaihtoa ¢ +t — b =: u.

(v): Oletaan, ettd y(h(u)) = n(u), missé h: [c,d] — [a,b] on jatkuvasti derivoituva
bijektio, jolle A'(u) > 0 kaikille u € [¢, d]. Talloin ketjusédénnon nojalla

Lf(z)dz=ff<n<u du—f £y () 7 () B (1) s

b
® f F () 7' (8) dt = f f(2) dz

missé kohdassa (*) on kdytetty muuttujanvaihtoa h(u) =: t. Huomaa, ettd kasvavalle
funktiolle h on h(c) = a ja h(d) = b.

Jos h on vihenevd, on h(c) = b ja h(d) = a, joten edellisen laskun loppuosa
muuttuu muotoon

2 [0 = - oo a-- [ o

(vi): Olkoon S f(z)dz=re missd r >0 ja 0 e (—m, | Tilldin

| sl =r=ct | = | = [ o) Y0

Olkoon e~ f(y(t))¥'(t) = u(t) + i v(t), missd u ja v ovat reaaliarvoisia. Koska
b b b
r= f e O f(y() A () dt = J u(t) dt + zf v(t)dt

ja 7 on reaalinen, on S t)dt = 0. Siis

2)dz| = f f]u )| dt < f|e 9 F () A (1)) dt
frf DR )] dt < frg NIkt rdt—f\g dzl. D

HuomAuTUKSIA 3.18. a) Kompleksinen kéyriintegraali on tavallisen reaalimuut-
tujan funktion integraalin yleistys: Kun f on mééritelty reaaliakselin valilld [a, b] ja

~(t) :=t, kun t € [a,b], on 87 f(z)dz = SZ f(z) dx. Lisdksi S; f(z)dz = §; f(z)dx
Kohdan (iv) kaava vastaa reaalimuuttujan funktion integraalien kaavaa Sii f(x)dr =
$on f@)do + §2 f(2) do, kun {zo, 71,25} < [a,b]. (Huomaa: lukujen o, 2 ja o, ei
téssa tarvitse olla suuruusjarjestyksessi).
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b) Kéyriintegraalista kaarenpituuden suhteen on syyta muistaa, etté jos polut v ja
n ovat ekvivalentit, on Sw f(z)ds = Sn f(2) ds riippumatta siité, onko parametrinvaihto

suunnan sailyttavi vai suunnan kadntavi. Sen sijaan kohdan (iv) kaava ja kohdan (vi)
epayhtalo patevat myos kayrdintegraaleille kaarenpituuden suhteen: jos yhdistetty
polku v v n on méaritelty, on

Lvnf(z) ds = Lf(z) ds+Lf(z) ds

jajos |f(2)| < |g(2)]| kaikille z € ||, on

\Lf(z) ds| < L 19(2)] ds:

erityisesti ‘SV f(z)ds| < §,1f(z)] ds.

c) Kohdasta (vi) saadaan toisinaan hyodyllinen arvio: Jos |f(z)| < M kaikille
z€[y], on

‘Lf(z) dz‘ < M (7).

ESIMERKKI 3.19 (Tirkei). Olkoon f(z) := €'**, kun z € C, ja y(t) := re'?, kun
t € [0, 7] Tassd r on positiivinen vakio. Osoitetaan, ettd

[ e < 205

Merkitéddn z = x + ¢y. Talloin

’eiz2| _ |€i(127y2)72zy’ _ 672931/.

Kun z = y(t) = rcost + irsint, on

‘f( )| _ ‘ei'y(t)2| _ €—2r2cost sint __ 6—7“2 sin(2t).

Koska |7/(t)| = r, saadaan edellisen lauseen kohdan (vi) nojalla

| ",
Uf )dz| < f!f [|dz| = J e e gy & J ey,
0

missi kohdassa (x) on kilytetty sijoitusta 2t =: u. Vélilld [0, 5] on voimassa sinu > 2%
(HT), joten
T(1—e)

4r .

/2
z) ds‘ < ZJ e 2T dy =
2 Jo
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3.2. Primitiivit eli kantafunktiot

MAARITELMA 3.20. Olkoot G < C avoin joukko ja f: G — C annettu funktio. Jos
on olemassa kompleksisesti differentioituva funktio F': G — C siten, ettd F'(z) = f(z)
kaikille z € G, on F' funktion f primitiivi (tai kantafunktio) joukossa G.

HUOMAUTUKSIA 3.21. a) Jos F on funktion f primitiivi joukossa G, myds F' + ¢
on funktion f primitiivi joukossa G jokaiselle vakiolle ¢ € C. Kaéntéaen, jos Fi ja Fb
ovat funktion f primitiiveji alueessa D, on Fy — Fy = vakio (lause [2.13]).

b) Primitiivi on kompleksisesti differentioituvana funktiona aina holomorfinen.

¢) Funktiolla f voi olla primitiivi avoimessa joukossa GG, mutta laajemmassa jou-
kossa G' © G vilttaméttéd ei. (Esimerkki téllaisesta on seuraavan lauseen jélkeen.)
Primitiivin olemassaolo on siis globaali ominaisuus (eli se riippuu funktion f koko
méérittelyjoukosta) toisin kuin esimerkiksi differentioituvuus.

ESIMERKKEJA 3.22. a) Jokaisella polynomilla on primitiivi koko kompleksitasossa.
Polynomin p(z) = an 2" + ap-12""" + -+ 4+ a1 2 + ao primitiiviksi kiiy P(z) :=
n 1 an— 2
dme Mt et e+ S 2 a2,
b) Eksponenttifunktion z — e* primitiiviksi kdy e?.

Seuraava lause yleistdd analyysin peruslauseen ("derivaatan integraali on paatear-
vosijoitus”) holomorfisten funktioiden kdyriintegraaleille:

LAUSE 3.23. Olkoot G < C avoin joukko, f: G — C jatkuva ja 7: [a,b] — G
joukon G tie. Oletetaan, ettid on olemassa holomorfinen funktio F': G — C, jolle
F'(z) = f(2) kaikille z € G. Tallgin

f f(2)dz = F(3(b)) — F(1(a)).

Erityisesti, jos jatkuvalla funktiolla f on primitiivi joukossa G ja v on joukon G
umpinainen tie, on
§rirds -
5

TobpisTus. Oletetaan, ettd v on jatkuvasti differentioituva. Vektorifunktioiden

ketjusddnnon nojalla
(Fo)'(t) = DF(y(t)7'(1),

missd DF(z) on funktion F' Jacobin matriisi pisteessé z. Kompleksisesti differentioi-
tuvalle funktiolle DF(z)h = F'(z)h kaikille h € C (eli Jacobin matriisin DF(z) ja
vektorin h € R? tulo on Cauchyn ja Riemannin yhtildiden perusteella sama kuin
kompleksilukujen F’(z) ja h tulo; katso lauseen eli RDCD todistuksesta). Siis
(Fo)(t) = f(~v(t)y(t), joten analyysm peruslauseen nojalla

ff dz-J f(y dt—fb(Foy)’(t)dt: (Fon)(t). O

a

ESIMERKKI 3.24. Olkoot G := C\(—0,0] ja G’ := C\{0}.
Logaritmin pddhaara z — Log z on kompleksisesti differentioituva joukossa G ja

% = %, joten logaritmin pédhaara on funktion z +— 1/z primitiivi joukossa G.
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Mutta joukossa G’ funktiolla z — 1/z ei ole primitiivid. Nimittdin, jos F' olisi
primitiivi, olisi edellisen lauseen nojalla

dz
z

=0
v

jokaiselle umpinaiselle tielle ~, jolle |y| = G’. Kun valitaan ~(t) := €'*, t € [0, 27], on
~ joukon G’ umpinainen tie, jolle

d 2 - gt

%—sz L dt=2mi#0.
z o €

]

Edellisen lauseen jéalkimméinen osa, kdyrédintegraalin havidminen kaikille umpi-
naisille teille, on myos riittéava ehto primitiivin olemassaololle yhtendisessé avoimessa
joukossa:

LAUSE 3.25 (Primitiivin karakterisointi). Olkoon f: D — C alueen D < C
jatkuva funktio. Tdlloin seuraavat ehdot ovat keskenddn yhtapitavid:
(i) funktiolla f on primitiivi alueessa D;
(i) funktion f kdyrdintegraali Sw f(2)dz riippuu vain tien v: [a,b] — D pddte-
pisteistd y(a) ja y(b);
(iil) funktion [ kdyrdintegraali §'y f(2)dz hdvidd jokaiselle umpinaiselle tielle .
ToDISTUS. (i)=>(ii) ja (i)=(iii): Seuraavat edellisestd lauseesta [3.23|

(iii)=(ii): Olkoot v: [a,b] — D ja n: [c,d] — D teité, joille v(a) = n(c) ja y(b) =
n(d). Talloin ¥ := v v 7 on joukon D umpinainen tie. Oletuksen (iii) nojalla on
§, f(z)dz = 0. Siis

ozf}gf(z)dz:Lf(z)dz—Lf(z)dz

Kohdan (ii) véite seuraa tasta.

ii)=(i): Jos kéyriintegraali z) dz riippuu vain polun v péadtepisteistd, voidaan
SV (1) Jos kivriint I § f(z) de i . lun y paditepisteisté, void
primitiivi mégritelld kaavalla]

F(2) - f )

missé 7,: [a,b] — D on murtoviivapolku, jolle v,(b) = z ja v.(a) = zp € D on
kiinnitetty.

Osoitetaan, ettd F'(z) = f(z) kaikille z € D.

Koska D on avoin, on jokaiselle z € D olemassa > 0 siten, ettd B(z;d) < D.
Olkoon h € C, h # 0 ja |h| < §. Olkoon v, murtoviivapolku pisteestd z, pisteeseen z.

3Koska D on alue, voidaan sen miki tahansa piste z yhdistii pisteeseen zo murtoviivalla; katso
lause Integraalia S'Yz f(2)dz voi kiyttad méadrittelemésin funktion ilman oletusta, ettd kiyrédin-
tegraali riippuu vain polun péitepisteistd. Méadritelty funktio ei talloin kuitenkaan ole pelkéstdan
pisteen z funktio, vaan muuttujana on koko polku 7., t.s. funktion mé#érittelyjoukko olisi kaikkien
pisteesti zo alkavien joukon D teiden muodostama joukko. Kohdan (ii) oletus takaa sen, ettd inte-
graalin arvo méérittelee muuttujan z funktion D — C.
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Olkoon 7 janapolku pisteesté z pisteeseen z+h. Télloin yhdistetty polku ¥ := =, vn on
murtoviivapolku pisteesté zy pisteeseen z + h. Koska oletuksen nojalla kayrédintegraali
S7 f(2) dz riippuu vain polun ~ padtepisteistd, voidaan arvo pisteessi z + h laskea siis
polun ¥ avulla eli

F(z+h) ff dszf dz+ff (z)+Lf(z)dz

Janapolulla on parametriesitys n(t) = (1 —t)z+t(z +h) = z +th, t € [0,1], joten

Lf(z) dz = fo f(z+th)hdt.

Funktion F' erotusosaméaaralle saadaan
F h
(z+h) ff dz-fferth

Olkoon &€ > 0. Koska f on jatkuva pisteessi z, on olemassa 0’ > siten, ettd §' < 0 ja
|f(2)— f(2)] <e, kun |2/ —z| < 0. Erityisesti | f(z +th) — f(2)] < € kaikille ¢ € [0, 1]
ja kaikille h € C, joille 0 < |h| < ¢'. Télloin

F(z+h})l—F(2) :L f(z+th)dt=L(f(z+th)—f(z))dt+fo F(2) dt

joten
F(z+h)—-F(z ! !
DO s = || s im - senal< [ 1rGr i - sla<
0 0
Tama tarkoittaa, ettd funktion F' erotusosaméiralld on raja-arvo ja ettéd raja-arvo on
f(2). Implikaatio (ii)=-(i) on néin todistettu. O

Yhtépitavien ehtojen listaan voitaisiin viela lisata:
(iv) Funktion f kayrdintegraali §7 f(2)dz hdvidd jokaiselle umpinaiselle murto-
vitvapolulle v;
(v) funktion f kayrdintegraali §7 f(2) dz havidd jokaiselle koordinaatiakselien suun-
taiselle umpinaiselle murtoviivapolulle ~y.

Koska jokainen murtoviivapolku on tie, implikaatiot (iii)=(iv) ja (iv)=(v) ovat
selvid. Implikaatio (iv)=>(i) seuraa edellisen lauseen todistuksesta; todistuksessa maa-
ritelty primitiivi £’ méériteltiin murtoviivapolkujen avulla. Implikaation (v)=>(vi) sel-
vittdminen jitetadn lukijan tehtdviksi (muista lause ja sen todistus).

Edellinen lause osoittaa suunnan, josta primitiivin olemassaolo 16ytyy: funktion f
kéyraintegraalin pitdd havitd jokaiselle umpinaiselle tielle (tai jokaiselle umpinaiselle
murtoviivapolulle). Jos tdmé ehto toteutuu, lause antaa my6s primitiivin (lisdnnéista

vakiota vaille):
)im | f)a:
Yz

missé 7, : [a,b] — D on murtoviivapolku pisteesté zy pisteeseen z. Ehtojen (ii) ja (iii)
yhtépitavyyden nojalla murtoviivapolun sijasta primitiivi voidaan konstruoida myos
minké tahansa muun pisteet zg ja z yhdistédvén tien v, avulla.
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Myohemmin (— Cauchyn integraalilause kolmioille) osoitetaan, ettd kéyriinte-
graali havida ainakin riittdvan yksikertaisten alueiden tapauksessa. Tamén kasitte-
lyyn siirrytddn seuraavan syrjihypyn jélkeen.

Kurssin Vektoricalculus 2 kdyneet tuntevat vektorikentin potentiaalin késitteen: Ol-
koon V' = (Vi,V,): D — R? annettu kuvaus eli alueen D wvektorikenttd. Funktio
u: D — R on wektorikentin V potentiaali alueessa D, jos Vu(z) = V(z) kaikille
ze D, ts. §4(z) = Vi ja §4(2) = Vb kaikille 2 € D.

Eulerin ja Schwarzin lauseestaﬁ seuraa: Jos V' on jatkuvasti differentioituva ja silla

alueessa D on potentiaali u, on

% B 0 ou B 0 du 761/2
8_y(z) = é‘_yé’_x(z) = oz 5y(z) = oz (Z)-

Vilttaméaton ehto potentiaalin olemassaololle on siis ns. integroituvuusehto

Vi _ Vs
6_y(z) = %(2)-

T&td on hyvé verrata kompleksisen primitiivin kasitteeseen: Jos F' = u + v on
funktion f primitiivi alueessa D, on F' holomorfinen, joten sen reaali- ja imaginaariosa
toteuttavat Cauchyn ja Riemannin yht&lot

@ =50 T =5

Vektorikenttékielelld Cauchyn ja Riemannin yhtélot voidaan ilmaista sanomalla, ettd
kumpikin vektorikentistd F = u —iv ja i F = v + i u toteuttaa integroituvuusehdon.

Lisdksi on hyva huomata, ettd funktion f = u + ¢ v kompleksinen kéyriintegraali
polun v = (71, 72) suhteen reaalisten vektorikenttien kdyraintegraalien avulla esitet-
tyna on

oy ox

b

| 1@ = [ (@O0~ o) 50) i + i [ (a6 4t6) + o) 24 0) e

a

:f(udx—udy)ﬂj(udywdx):Jv-dgﬂjW.dsj
Y v Y Y

missa V' (z) := (u(z), —v(z2)), W(z) := (v(2), u(2)).
Vastaavalla tavalla kuin kompleksisen primitiivin kohdalla, aina potentiaalia ei

ole olemassa vaikka valttaméaton ehto, integroituvuusehto toteutuisi. Esimerkiksi, kun
D :=R*\{(0,0)} jaV: D — R?,

V(x,y):( 7 : )

x2+y2’x2+y2

4Tulos a%%(z) = %%(2’) tunnetaan Schwarzin lauseena tai Eulerin ja Schwarzin lauseena,
harvemmin Clairaut'n lauseena; LEONHARD EULER (1707-1783), HERMANN AMANDUS SCHWARZ
(1843-1921; sama kuin Cauchyn ja Schwarzin epédyhtélon Schwarz) ja ALEXIS CLAUDE CLAIRAUT
(1713-1765). Tuloksen on varmaan ensimméisend oivaltanut Euler (Institutiones calculi differentia-
lis, 1755), tosin varsin heuristisin perusteluin; Schwarzin todistus 1873 lienee ensimméinen nyky-

standardien mukainen.



54

integroituvuusehto toteutuu (tod: HT), mutta potentiaalia ei ole olemassa: Olkoon
v:[0,27] — D, ~(t) := (cost,sint). Tallin v on umpinainen ja

L veas— | TV At = | )

0 0

<—sint(— sint) costcost
cos2t + sin’t cos?t + sin’t

)dt = 27.

Se, ettéd potentiaalia téllaisessa tilanteessa ei ole, on seurausta tuloksesta:

LAUSE (Potentiaalin karakterisointi). Olkoon V': D — R? alueen D < R? jatkuva
vektorikenttd. Tdlloin seuraavat ehdot ovat keskendin yhtdpitdvid:

(1) vektorikentdlld V' on potentiaali alueessa D;
(i) vektorikentin V kdyrdintegraali SWV - ds ritppuu vain tien 7y: [a,b] — D
padtepisteistd v(a) ja v(b);
(iii) wvektorikentin V' kdyrdintegraali SW V - ds hdvidd jokaiselle umpinaiselle tielle
v: |a,b] = D;
(iv) wektorikentin V' kdyrdintegraali Sv V' -ds havidd jokaiselle umpinaiselle mur-
toviivapolulle ~y: [a,b] — D.

Jos v on paloittain jatkuvasti differentioituva, positiivisesti suunnistettu Jordan-
polku ja A polun « rajoittama alue niin, ettd A < D, saadaan Greenin lauseen avulla

L(udm—vdy)JriL(udervdx) — —L(Z—Z+a—“) d(:c,y)HL(a—“—a—”) d(z,y).

ox or 0Oy

Jos funktio f = u + 72 v on jatkuvasti differentioituva ja holomorfinen alueessa D,
sen reaali- ja imaginaarisosa toteuttavat Cauchyn ja Riemannin yht&lot, joten

Lf(z)dz=L(udm—vdy)+z’f(udy+vdm) 0.

.

Seuraavaksi on tarkoitus osoittaa tamé Cauchyn integraalilauseena tunnettu tulos
vetoamatta reaalisten kiyriintegraalien teoriaan ja Greenin lauseeseen (katso sivuja
55)). Aluksi (kurssilla Kompleksianalyysi 1) tarkastellaan Cauchyn integraa-
lilauseen ns. lokaalia versiota, jossa rajoitutaan kiekossa ja muissa yksinkertaisissa
alueissa méariteltyihin funktioihin. Cauchyn integraalilauseen patevyytta yleisemmil-
le alueille selvitellasn kurssilla Kompleksianalyysi 2.
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LUKU 4

Lokaali Cauchyn integraalilause

MERKINTOJA: Kun 21, 25 ja z3 ovat kompleksitason keskenéén eri pisteité, jotka
eivit ole samalla suoralla, merkitdan

A(Zl,ZQ,Zg) = {t121+t222+t323|t1 20, tg 20, t2>0 ja t1+t2+t3 = ]_},

pisteiden 2;, 23 ja z3 midraama kolmio. Kolmion kérjet z; oletetaan indeksoidun niin,
ettéd kiertojarjestys z; — 2o — 23 — z; on positiivinen (eli vastapéivddn). Kolmioon
A = A(z1, 29, 23) liittyen olkoot a: [0,1] — C, : [0,1] — Cja~: [0,1] — C kolmion
reunojen janapolkuparametrisoinnit,

alt):=(1—t)zr+tz, Lt)=0—t)zm+tzs ja y(t):=(1—1t)z3+12.

Edelleen olkoon ¢: [0,3] — C kolmion A reunan dA parametrisointi, § := a v 8 v 7.
Kun f: A — C on jatkuva, merkitia

jg f(z)dz = ;f(z) dz

0tA )

Kuva 1. Kolmio A ja sen reunan 0A parametrisoivat janapolut «, [ ja =.

Wiimeksi muutettu 02.02.2020.

2Cauchyn integraalilause kolmioille ei muotoilunsa puolesta vilttimitté tarvitse reunalle 6A
polun § médradmad kiertosuuntaa. Lauseen todistuksessa syntyvien kolmioiden A; ja A, reunojen
kiertosuunta pitdé kuitenkin valita alkuperdisen kolmion A reunan kiertosuunan mukaiseksi. Tamén
takia kaikki kiertosuunnat valitaan positiivisiksi. Merkints 0T A muistuttaa reunan suunnasta.

58
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LEMMA 4.1 (Cauchyn integraalilause kolmioille). Olkoot G < C avoin joukko,
f: G — C holomorfinen funktio ja A < G kolmio. Tdlldin

jg f(z)dz=0.

otA

TODISTUKSEN IDEAT. Olkoot zi, 2 ja z§ janojen J(z1, 22), J(22,23) ja J(z3,21)
keskipisteet, ja Aj, A, As ja Ay pisteiden zy, 29, 23, 2], 25 ja z; avulla muo-
dostetut kolmiot, A; = A(zy, 2], 2%), Ag = A(z],25,2%), Ag = A(2], 29, 25) ja
A4 = A(Zé,Zg,Zé).

Kuva 2. Kolmiot A; ja niiden reunojen 0dA; janapolkuparametrisoin-
nit o, B; ja ;. Kuvan mukaisin merkinnéin v, = £, 73 = as ja

vy = 5. Edelleen polut a ja a; v az ovat ekvivalentteja, polut g ja
B3 v ay ovat ekvivalentteja ja polut v ja 84 v 1 ovat ekvivalentteja.

Olkoot «j, f; ja «y; kolmion A; reunojen janapolkuparametrisoinnit, ja 9; :=
a; v B v ;. Kun kiytetddn kompleksisen kdyréintegraalin additiivisuusominaisuutta

polkujen yhdistdmisen suhteen ja kdyridintegraalin merkin muuttumista integroitaessa
vastapolun suhteen, saadaan (HT)

§f(z) dz = iﬂgf(z) dz.
5 =15

Tasta saadaan

)

)

‘jgf(z) dz‘ < i’jgf(z) dz‘ < 4‘ fﬁ £(2)dz
7= 31y
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missé d(;) sen kolmion A; =: A(;) reunan parametrisointi §;, jolle integraalin Sa- f(z)dz
J
itseisarvo on suurin.
Toistamalla tdmé& menetelméié saadaan jono suljettuja kolmioita

A ZZA(Q) DA(l) DA(Q) DA(g) Doy,

joita vastaavien reunojen Ay parametrisoinneille d(;y on voimassa

\jgf 2| < 4H§f 2| < 42H§f dz<43(§§f Yo <

) d2) d(3)

Wf(z) dz’ <4

é d(n)

eli yleisesti

2) dz‘.

Koska jono (Ag,))i_, on vihenevi jono kompakteja joukkoja ja kolmioiden hal-
kaisijat ldhestyvét nolla, kun n — oo, on Cantorin leikkauslauseen nojalla olemassa
2o € C siten, etté

a0
() Aw = {20}-
n=0

Koska zg € G ja f on kompleksisesti differentioituva pisteessé zy, on
E(z)

Z — 20

— 0, kun z — z.

f(2) = f(z0) + f'(20) (z — 20) + E(2), missd

Funktiolla z — f(20)+ f'(20) (2 — 20) on primitiivi, joten sen integraali umpinaisen
tien d(,) suhteen hévidd, ja néin ollen

ff £z jg B(2) dz.

O(n)
T&han mennessé on siis saatu:
Wf(z) dz‘ <4 E(z) dz‘.
s 8(n)
Olkoon nyt € > 0. Ehdon — 0, kun z — zp, nojalla on olemassa n > 0 siten,

ettd B(zo;m) < G ja
|E(2)] <elz— 2, kun|z—2z|<n
Valitaan n € Z, niin, ettd A,y < B(z0;7).

Kun z € Ay, on |z — 20| < £(6(n)) = 5= £(6) (HT). Tésté saadaan

|E(2)| <elz— 2| <el(ny), kun ze A,

‘jgf(z) dz‘ <4
5

Vaite seuraa tasta. O

joten

2) dz) < A7 £ 0(B0) £(B ) = € (£(5))2.

9(n)
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[Edelli esitetty todistus yhdelle yksinkertaisimmista Cauchyn integraalilauseen versiois-
ta lienee perdisin EDOUARD GOURSAT’LTA vuodelta 1900 EBERHARD FREITAG ja ROLF
Busam kompleksianalyysin kirjassaan [7, lause I1.2.5] viittaavat Goursat’n osalta my&s vuo-
siin 1883 ja 1884. Goursat lienee parannellut todistustaan vuonna 1900 (derivaatan f’ ei
tarvitse olla jatkuva) ja téitd edelleen ALFRED PRINGSHEIM vuonna 1901. JOHN STILLWELL
siteeraa historian kirjassaan [18| §16.3] (kolmas laitos) CARL FRIEDRICH GAUSSIA; sitaa-
tin mukaan Gauss olisi oivaltanut jo 1811 sen, ettd kompleksinen kayrdintegraali voi olla
integrointitiestéd riippumaton (vrt. lause "Primitiivin karakterisointi”).

Cauchyn ensimméiset todistukset integraalilauseelle liittyviat samaan kiyridintegraalin
integrointitiestd riippumattomuuteen kuin Gaussilla. Ensimméisen version Cauchy esitte-
li Ranskan tiedeakatemialle 1814, mutta julkaisi tyon vasta 1825. Hén paranteli todistus-
ta my6hemmin vuonna 1846 perustumaan Cauchyn ja Riemannin yhtél6éihin ja Greenin
lauseeseen. Greenin lause yleensé liitetdin GEORGE GREENIN kirjoitelmaan An Essay on
the Applications of Mathematical Analysis to the Theories of Electricity and Magnetism
vuodelta 1828. Cauchyn integraalilauseestaan havaitsemista seurauksista yllattdvin on vuo-
delta 1837: holomorfisella funktiolla on lokaalisti esitys suppenevana potenssisarjana (tésté
lisdd kurssilla Kompleksianalyysi 2).

Edelld hahmoteltu kolmioihin perustuva todistus 16ytyy Freitagin ja Busamin kirjas-
ta [7, lause I1.2.5] ja ROLF NEVANLINNAN ja VEIKKO PAATERON kirjasta [14], luku VIII,
§3]. Kolmioita hieman helpompia geometrisesti késiteltdviksi ovat koordinaattiakseleiden
suuntaiset suorakaiteet (katso esimerkiksi SERGE LANGIN kirjasta [11, luku III, §3]). Vaih-
toehtoisia todistustapoja on vedota reaalisiin vektorikenttiin liittyvéan Greenin lauseeseen;
katso THEODORE W. GAMELIN [8, luku IV, §3], WiLLIAM R. DERRICK [4} luku 2, §2.2] tai
RICHARD COURANT ja FRrITZ JOHN [3] §8.3.b]. Kirjat kylldkin sivuuttavat Greenin lauseen
todistuksen véhéankédn hankalammille alueille. KUNIHIKO KODAIRA [9] luku 2] késittelee

Greenin ja Cauchyn lauseille térkeiden alueiden ominaisuuksia varsin perusteellisesti; asialle
uhratut kohdat §2.1-2.2 kattavat liki 40 sivua.]|

MAARITELMA 4.2. Alue D < C on tdhtimdinen pisteen z, suhteen, jos jokaisel-
le z € D pisteitd z, ja z yhdistavé jana J(z, z) sisdltyy joukkoon D. Alue D on
tahtimdinen, jos se on tdhtiméinen jonkin pisteen z, € D suhteen. Jos alue D on
tahtimé&inen pisteen z, suhteen, pistettd z, kutsutaan alueen D tdhtikeskuksekst.

ESIMERKKEJA 4.3. a) Jokainen kiekko B(zp; ) on tahtimé&inen jokaisen pisteensé
suhteen. Téahtiméisen alueen tahtikeskus ei siis ole yksikésitteinen.

b) Jokainen konveksi joukko C' on téhtiméinen jokaisen pisteensi suhteen. Muista:
joukko C' on konveksi, jos se siséltdd jokaiselle pisteparilleen z ja w my6s néité pisteité
yhdistavén janan J(z, w).

c) Kaikille zy € C ja ¢ € C\{0} joukko {z € C | Re(¢(z — 2)) > 0} on konveksi ja

siten tdhtiméinen jokaisen pisteensé suhteen.

d) Joukko D := C\(—o0,0] on tdhtimiinen jokaisen positiivisen reaaliakselin pis-
teen z, € (0,00) suhteen, mutta ei minkdén muun pisteen suhteen. (Tahtiméisen
alueen ei siis tarvitse ulkoasultaan muistuttaa joulutéhted).

3EDOUARD JEAN-BAPTISTE GOURSAT (1858-1936), Ranska; ALFRED PRINGSHEIM (1850
1941), Saksa; AUGUSTIN Louis CAUCHY (1789-1857), Ranska; JOHANN CARL FRIEDRICH GAUSS
(1777-1855), Saksa; GEORGE GREEN 1828 (1793-1841), Englanti.
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LAUSE 4.4 (Cauchyn integraalilause tahtimaiselle alueelle). Olkoot D < C tdhti-
mdinen alue ja f: D — C holomorfinen. Tdlldin

(i) jokaiselle alueen D umpinaiselle tielle v on fff(z) dz =0;

e
(i) funktiolla f on primitiivi alueessa D.

TobisTus. Olkoon z, alueen D téhtikeskus. Kdytetddn apuna lauseen [3.25] "Pri-
mitiivin karakterisointi” ekvivalentteja karakterisointeja apuna ja osoitetaan, ettd
funktiolla f on primitiivi alueessa D. Kohta (i) seuraa lauseen [3.25 implikaatiosta
(1) = (ii).

Idea primitiivin konstruktioon otetaan lauseen jélkeen olevasta: Asetetaan
Fe) = | 1@
Yz

missd 7. : [0,1] — D on janapolku pisteesté z, pisteeseen z, v, (t) := (1 — ) 24 + t 2.

Alueen tdhtiméisyyden nojalla F'(z) on hyvin mééritelty kaikille z € D.

Olkoon ( € D. Osoitetaan, ettéd funktiolla F' on kompleksinen derivaatta pisteessa
¢ ja et F'(C) = f(Q).

Koska D on avoin, on olemassa 6 > 0 siten, ettd B((;d) < D. Koska D on
tahtiméinen pisteen z, suhteen, jokaiselle z € B((;d) pisteitd z, ja z yhdistavi jana
sisdltyy joukkoon D. Toisaalta pisteitd z ja ¢ yhdistavéa jana sisdltyy kiekkoon B((;d).
Talloin pisteiden zy, ¢ ja z médrddma kolmio sisdltyy joukkoon D. Olkoon 7 janapolku
pisteesté ( pisteeseen z.

v
TN

e

Lemman (eli Cauchyn integraalilause kolmioille) nojalla

3E f(z)dz = 0.

YEVNIVY 2

Kayrédintegraalin additiivisuusominaisuuksien nojalla tésté saadaan

ﬂ@—ﬂO=Lﬂ@M—Lﬂ@M=Lﬂ@W

- | - e-gar

Funktion F' erotusosaméarille saadaan

F()~F(O) [ a
——fr——Lﬂpm( 0)) dt.

z —
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Koska f on holomorfisena jatkuva, saadaan funktion F kompleksinen differentioi-
tuvuus ja F'(¢) = f(¢) vastaavalla tavalla kuin lauseen todistuksessa (kohta

(i) = (1)). O

ESIMERKKI 4.5. Lasketaan
dz

Y

z
~

kun « on pistejonon (1 +¢,—1 +i,—1 —i,1 — i, 1 + ¢) maarddméa umpinainen mur-
toviivapolku. Olkoot v;, j € {1,2,3,4}, janapolut 1 +i — -1+, -1+ — —1 — 4,
i l—ijal—i—1+i.

Alueessa D := C\(—o0,0] funktiolla z — % on primitiivi z — Log(z). Lauseen
.23 nojalla

| %~ Log(u(1) - Log((0) = Log(~1+ 1) ~ Log(~1 ).

Janapolun v, suhteen integrointia varten valitaan funktiolle z — % alueessa D’ :=

C\[0, o0) primitiivi

L(z) = {Log(z% ~JosIm(2) = 0, ja
Log(z) 4+ 2mi, jos Im(z) < 0.
Talloin
” Z — Lal1)) - La(0)) = Log(—1 =) + 27 — Log(~1 +1).
Siis

fdz J dz dz
P _+ -
v < Yavyavyr # vz #

= Log(—1+1i) — Log(—1 — i) + Log(—1 — i) + 27 i — Log(—1 + 1)

= 21,

Huomaa, ettéd funktio z — % on holomorfinen polun ~ jéljen ympéristossé, mutta
ei kaikkialla polun « rajoittamassa alueessa. Lauseen holomorfisuusoletuksesta ei
voida siis luopua, mutta seuraavan lemman mukaisesti sitd voidaan hieman lieventéa.

LEMMA 4.6. Olkoot D < C pisteen z, suhteen tihtimdinen alue ja f: D — C
jatkuva funktio, joka on holomorfinen alueessa D\{z}. Tdlloin

(i) jokaiselle alueen D umpinaiselle tielle v on ;f(z) dz =0;

5
(ii) funktiolla f on primitiivi alueessa D.

TopisTus. Olkoon F kuten edellisen lauseen [4.4] todistuksessa. Riittdd osoittaa,
ettd funktiolla F' on kompleksinen derivaatta myos pisteessd z,. Télloin funktiolla
F on kompleksinen derivaatta jokaisessa joukon D pisteessé, joten F' on funktion
f primitiivi alueessa D. Viitteet seuraavat edellisestd ja primitiivin karakterisointi-

lauseesta [3.25]
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Tarkastelemalla edellisen lauseen todistusta havaitaan, etté riittda osoittaa, etté

kaikille z € D\{z,} ja ( € D\{z.}

jg f(z)dz =0,
o+ A
kun A := A(zy, z,() on pisteiden z,, z ja ¢ médrddma kolmio. Olkoon 7, (vastaavasti
7¢) janapolku pisteestd z, pisteeseen z (vastaavasti pisteeseen (). Olkoon 7 janapolku
pisteesté ( pisteeseen z.
Olkoot € € (0,1), z. := 7.(e), ¢ 1= Yc(e), A 1= Az, 26, () pisteiden z,, 2z ja (.
madaraama kolmio ja [, pisteiden z., z, ¢ ja (. madrdama nelikulmio.

Sovelletaan Cauchyn integraalilausetta nelikulmioon [J.. Sen nojalla (HT: perus-
tele, miksi C{L soveltuu tihén tilanteeseen)

3€ f(z)dz = 0.
o+0.
Toisaalta, vastaavalla tavalla kuin Cauchyn kolmiolauseen todistuksessa
J; f(z)dz = § f(z)dz + jg f(z)dz = jg f(2)d-=.
o+ A o+ Ae o+0. o+ Ae

Olkoon § > 0 siten, ettd B(zs;0) © D. Koska f on jatkuva, on f rajoitettu
kompaktissa joukossa B(z4;0). Jollekin vakiolle M on siis |f(w)| < M kaikille w €
B(z4;0). Valitaan nyt ¢ niin pieneksi, ettd A(zy, z-, () © B(z4; ). Talloin

‘ . f(2) dz’ = ‘L+A€ f(2) dz)

S CIZE )
o0t Ac

Koska (HT) ¢(0A:) = e £(0A), viite seuraa, kun € — 0. O
SEURAUS 4.7. Olkoot D < C konveksi alue, z, € D ja f: D — C jatkuva funktio,

joka on holomorfinen alueessa D\{z.}. Tdlloin
(i) jokaiselle alueen D umpinaiselle tielle vy on §f(z) dz = 0;

S
(i) funktiolla f on primitiivi alueessa D. O
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ESIMERKKI 4.8. Funktio f: C — C,

sin z
, kun z # 0,
flz):=1 =

1, kun z = 0,

toteuttaa edellisen lemman oletukset (HT: tarkista tdmé). Néin ollen funktiolla f on
holomorfinen primitiivi koko kompleksitasossa.

3@ dz
z2—2z

0tR

ESIMERKKI 4.9. Lasketaan

missd R on koordinaattiakseleiden suuntainen suorakaide, jonka keskipiste on zy. Kun
esimerkissé 4.5 kiytettiin apuna primitiivii, tdssd kiytetddn apuna Cauchyn integraa-
lilausetta niin, ettéd suorakaiteen reunan parametrisoiva polku vaihdetaan helpom-
paan.

Olkoon K := K(zp;r) piste zo-keskinen kiekko, jonka sidde r := pisteen zy etéi-
syys suorakaiteen R karkipisteistd. Talloin suorakaiteen R kérkipisteet sijaitsevat kie-
kon K kehélld. Olkoot v;, j € {1,2, 3,4}, kuvan mukaiset reunan R janapolkupara-
metriesitykset. Vastaavasti olkoot n;, j € {1,2, 3,4}, kuvan mukaiset ympyrénkehén
|z — 29| = r parametriesitykset.

2

A

V2

9 4! Uil

AN

UR] V3

Y4

T4

Kun L_ on reaaliakselin suuntainen puolisuora, joka alkaa pisteestd zy ja suuntau-
tuu negatiivisen reaaliakselin suuntaan, on D, := C\L_ tdhtiméinen alue ja funktio
z +— 1/(z — z) on holomorfinen alueessa D, . Liséksi polku v, := 74 v 71 VvV 72 v
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My v 7, v 7, on umpinainen tie, jonka jilki |y,| < D,. Lauseen (Cauchyn
integraalilause tédhtiméiselle alueelle) nojalla

d
3@ o
Z— 20

Y+

Toisaalta

§ dz J dz N J dz J dz J dz
<20 Yavyivy: © T A0 n2viivis < 0 Yavyivy: # T A0 navmvne < A0

T+

Vastaavasti, kun L, on reaaliakselin suuntainen puolisuora, joka alkaa pisteesté zg
ja suuntautuu positiivisen reaaliakselin suuntaan, on D_ := C\L, tdhtim&inen alue
ja funktio z — 1/(z — 2p) on holomorfinen alueessa D_. Lisdksi polku v_ := v3 v 75
on umpinainen tie, jonka jalki |y_| < D_. Cauchyn integraalilauseen nojalla

d
f]g * o
zZ— 20

Y—

§dz _J dz +J dz _J dz f dz
z— 2y s X — 20 i 2 — 20 s 2 — 20 nSz—zo'

y—
Saatujen kaavojen nojalla

jg dz _ § dz
z—z29 z2— 2y

Toisaalta

Y4VY1LVY2VY3 navniLvn2vn3
Kun 7 on ympyrinkehén |z — zo| = 7 tavallinen parametriesitys, n(t) := zy + re'?,
t € [—0, 27 — 0] (katso kuvaa), on
dz dz dz 2m=0 g it
ff - ffi - § - f "t = 2mi.
Z— 2 z— 2 Z— 2 _p rett

0tR N4V VN2VN3 n



LUKU 5

Kierrosluvut ja lokaali Cauchyn integraalikaava

5.1. Aputuloksia

LAUSE 5.1 (Parametrista riippuvan integraalin jatkuvuus). Olkoot G < R" avoin
joukko ja f: G x [a,b] — C jatkuva funktio. Mddritellidn

b
F.:G—-C, F(x) :=J f(z,t)dt.

Talloin F' on jatkuva.

Tobistus. Koska GG on avoin, on jokaiselle x € G olemassa r > 0 siten, ettd
B(z;r) < G.
Olkoon h € R", 0 < |h|| < r. Télloin

F(z+h) — F(z) = J (f(x+ ht) — flx, t)) dt.

Koska funktio f: G x [a,b] — R on jatkuva, se on tasaisesti jatkuva kompaktissa
joukossa B(w;7/2) x [a,b]. Olkoon nyt ¢ > 0. T&llsin on olemassa § > 0 siten, etti
d<r/2ja

[f(', 1) = fa" )] <e,
kaikille (2/,t') € B(z;7r/2) x [a,b] ja (2",t") € B(x;r/2) x [a,b], joille ||(z/,t) —
(", t")|| < 0. Kun valitaan 2’ := z + h, 2" := z, t' :== 1" :=t € [a,b], on ||(2/, 1) —
(", t")|| = |h|, joten kaikille h € R™, joille 0 < |h] <9,

b
|[F(z +h) — F(z)| < J |f(z + h,t)— f(:z:,t)‘dt <e(b—a). O
HuomaAuTuUs. Vaikka edellisen lauseen tulos vaikuttaa varsin ilmeiselté, lauseen

oletus integointivalisté, eli ettd kyse on aidosta oikeasta Riemannin integraa-
lista, on oleellinen rajoitus. Jos integointivilid ei oleteta kompaktiksi, viite ei vélt-

taméttd pidd paikkaansa. Esimerkiksi integraalissa F'(x) := 80 w dt integroitava
f:(z,t) — w on jatkuva joukossa R x [0,00), kun osaméirin arvoksi valitaan
luonnollinen arvo pisteissé (x,0): f(x,0) := lim;_ Sm(T“) = 2. Kun = > 0, saadaan

muuttujanvaihdolla xt =: 7, F(z) = Sgo ST dr = F(1). Toisaalta, sinin parittomuu-
den nojalla F(—z) = —F(z). Vuorottelevien sarjojen Leibnizin lauseen avulla on
helpohko osoittaa, ettd epéoleellinen Riemannin integraali SSO SiﬁT dr suppenee (ja,
kdyttamalld apuna harmonista sarjaa, ettd suppeneminen on ehdollista, ei itseisti),
ja ettd integraalin arvo on aidosti positiivinen. Integroimalla saatu funktio F': R — R
ei siis ole jatkuva pisteessd z = 0.

Wiimeksi muutettu 15.2.2020.
67
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LAUSE 5.2 (Parametrista riippuvan integraalin derivointi; Leibnizin sdanto). E|
Olkoot G < R™ awoin joukko ja f G % [a,b] — C jatkuva funktio. Oletetaan, etti
funktiolla f on osittaisderivaatta % (x t) jokaiselle (x,t) € G x [a,b] ja ettd funktio

;Tfj' G x [a,b] — C on jatkuva.

Mddritellddn
F:G—>C, F(z f fla,t)d
Tdlloin jokaiselle x € G funktiolla F' on osittaisderivaatta STFJ(x) ja
oF b of
-— ,t)dt.
e[ Lo

TobisTus. Tarkastelemalla erikseen funktion f reaali- ja imaginaariosia, voidaan
olettaa, ettd f on reaaliarvoinen.
Koska G on avoin, on jokaiselle x € G olemassa r > 0 siten, ettd B(z;r) < G.
Olkoot e; := (0,...,0,1,0,...,0), missd ykkonen on j. paikassa, ja h € R, 0 <
|h| < 7. Funktion F' erotusosaméaéirille saadaan
F(z+hej)— F b0 b hej t) — f(z,t) 0
(.I-i- 6]) (‘T)_f —f(l‘,t)dt=J<f(x+ 6]7 ) f(xa )——f(x,t)>dt
h a al’j h (3:6]-
Reaalimuuttujan reaaliarvoisten funktioiden differentiaalilaskennan véliarvolauseen
nojalla jokaiselle (z,t) € G x [a,b] on olemassa § = 0,45 € (0, 1) siten, etta
fla+hejt)— flx,t) _ of
h 633]'

a

(x +6hej;t).

Koska osittaisderivaatta 2 a : G x [a,b] — R on jatkuva, se on tasaisesti jatkuva
kompaktissa joukossa B(x;r/ 2) [a,b]. Olkoon nyt € > 0. Téll6in on olemassa 6 > 0
siten, ettd d < r/2 ja

af AT af " gn
Lty — L@t
L -

kaikille (2/,t) € B(z;7r/2) x [a,b] ja (2", t") € B(z;r/2) x [a,b], joille ||(z/,t) —
(", t")| < 6. Kun valitaan 2’ := x + O he;, 2" = z, t' :== t" ==t € [a,b], on
(2, ) — (2", t")|| = 0 |h| < |h|, joten kaikille h € R, joille 0 < |h] < ¢

<e¢

)

F(x + hej) — F(z) f (9f Jb of of
- a (a,t) di| < a‘a$j(x+6hej,t)— GOl
<e(b—a).
Viite seuraa tésta. O

SEURAUS 5.3 (Parametrista riippuvan integraalin holomorfisuus). Jos edellisen
lauseen oletusten lisiksi vaaditaan, ettd G < C ja ettd jokaiselle t € [a,b] funktio
z — f(z,t) on holomorfinen ja sen deriaatta Z—J;: G x [a,b] — C on jatkuva, niin F'
on holomorfinen ja

F'(z) = Zf (z,t)dt.

2GorTFRIED WILHELM VON LEIBNIZ (164671716), Saksa.
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TobpisTus. Oletuksista seuraa ettd funktiolla (z,t) = (x+iy,t) — f(z+iy,t) on
jatkuvat osittaisderivaatat 2 a ja a ja ne toteuttavat Cauchyn ja Riemannin yhtalot.
Kun parametrista riippuvan mtegraahn jatkuvuus- ja derivointilauseita sovelletaan
funktion F' reaali- ja imaginaariosiin ndhddén, ettd F' on jatkuvasti (reaalisesti) diffe-

rentioituva. Cauchyn ja Riemannin yhtéléiden kompleksisen muodon (katso lause
eli RDCD) nojalla saadaan

_i%—g(z) =Jb(—i%(z,t)> dt:f gf( nat— L.

a a ox

Vaite seuraa tasta. ]

2. Kierrosluku

Olkoot v: [a,b] — C umpinainen tie ja z € C\|y|. Tien ~ kierrosluku pisteen z
suhteen on [l

W (v

27rz C

LEMMA 5.4. Olkoot v: [a,b] — C umpinainen tie ja z € C\|y|. Tdllvin
W(~; z) € Z.

TobisTus. Mééritelldén g: [a,b] — C,

g(t) := J —7(77_/>(7j . dr.

T#lloin g on jatkuva, g(a) = 0ja g(b) = 2mi W (~y; z). Lisdksi g on paloittain jatkuvasti
derivoituva ja
(t
g'(t) = &)
(t) -z
kaikille niille ¢ € [a, b], joissa 7/ on jatkuva. Maaritelldén h: [a, b] — C,
h(t) := e 90 (y(t) — 2).

Téalloin h on jatkuva ja
W(t) = == g/(8) (y(t) — 2) + e 5/ (£) = 0

kaikille niille ¢ € [a, b], joissa 7/ on jatkuva. Funktiolla h on siis vakioarvo niilld vilin
[a,b] osavileilld, joilla 4" on jatkuva. Koska h on jatkuva, on h vakio. Erityisesti

h(b) = h(a), joten
ORI R O B U
) =z Ala) -2
Lauseen nojalla on olemassa kokonaisluku k € Z siten, ettd —g(b) = —g(a) +
2rik, t.s. 2mi W (vy;2) = —2mik. O

3Tien kierrosluvulle (engl. winding number) 16ytyy kirjallisuudesta varsin paljon erilaisia mer-
kintojé: W(’Y? Z)v n(’%z)? WH(’)/,Z), Wind(’)’a Z)a X(’Yaz)v Lz(7)7 j(zvv)a el (C = |7| = polun .]alkl)a
Ind, (z). Jatkuville kuvauksille G — {z € C | |z| = 1} médritelty kuvauksen aste on léheisté su-
kua polun kierrosluvulle; polun kiertymisluku (tai rotaatioindeksi) on sileéin polun tangenttivektorin
kierrosluku.
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HuoMAUTUS. Kun 7 ja n ovat umpinaisia teitd ja z ¢ |y| U |n], on

W(yvnz)=W(y,2z)+ W(n;z), jos~vyvnon midritelty, ja
W(5;2) = =W(y;2).
ESIMERKKI 5.5. Olkoot zg € C, r > 0 ja y(t) := 20 + re'l, kun ¢ € [0, 27]. Olkoon

ke Z, ja jokaiselle j € {1,...,k} olkoon n; := v tai n; :== 5. Koska W(v;29) = 1, on
edellisen huomautuksen nojalla

W(mv---vnk;ZO 77]720 =P - N,

Mw

7j=1
missé
P:=#{je{l,...,k} |n; =~} Tpositiiviset kierrokset”
N:=#{je{l,....k}|n; = 17} "negatiiviset kierrokset”

ESIMERKKI 5.6. Olkoot 7: [a,b] — R ja 0: [a,b] — R jatkuvasti derivoituvia
funktioita ja y(t) := r(t) e’?®. Oletetaan, ettd r(t) > 0 kaikille ¢ € [a, b] ja ettd v on
umpinainen.

N

Tien ~y kierrosluku on W(v;0) = 5= Af, missé erotus A := 6(b) — ( ) on pisteen
v(t) = r(t) ') napakulman 6(t) muutos ja sama kuin tien n: t — ¢*?® kierrosluku.

Polulle v on |y(t)| = r(t) > 0, joten v(t) # 0 kaikille ¢ € [a,b] ja r(a) = |y(a)| =
1v(b)| = r(b). Koska r(b) e/® = r(a) %@ on ¢0®) = 19 joten §(b) = 0(a) + 27k
jollekin k € Z (lause hlééb Liséiksi A (t) =7 (t) e +r(t) /@ i 0'(t), joten |¥(t)| =
' (£)+r(t)i 0 ()] = /1" (t) (1)26'(t)?, joten /() # 0, jos r'(t) # 0, kun ¢'(t) = 0.
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Tien v kierrosluku origon suhteen on

o L orde 1 A1)
W(r0) = ori | ¢ 2mi ), () dt
v
L PP @ i)
C2mi ), r(t) e f®
1 (") I
- WM = ) dt+2m,f i0'(t) dt
1 1
- "It )9 = 5-(0(b) = 0(a).

LEMMA 5.7. Olkoot v: [a,b] — C umpinainen tie ja D erds joukon G = C\|y|
yhtendisyyskomponentti. Talloin
W(v;a) = W(v;b) kaikille a€ D jabe D.
Jos D on joukon G rajoittamaton komponentti, on W (~; z) = 0 kaikille z € D.

TobisTus. Sovelletaan parametrista riippuvan integraalin jatkuvuuslausetta in-
tegraaliin
b /
t
F(z):=W(y; 2 jE = J () dt.
i (—z 2mi y(t) — 2

Oletetaan yksinkertaisuuden Vu0k81, ettéd -y on jatkuvasti differentioituva. (Paloit-
tain jatkuvasti differentioituvan polun késittely jétetdin lukijan tehtdaviksi; vertaa
lemman [5.4] todistuksen paattelyihin.)

Kun maééritelldén f: G x [a,b] — C,

f(z,t) =

14O
2mi y(t) —

on f jatkuva ja F(z) = SZ f(z,t)dt. Jatkuvuuslauseen nojalla F' on jatkuva.
Koska jokaiselle z € G luku F(z) on kokonaisluku (lemma [5.4)), jatkuvalle funktiolle
F yhtendisen joukon D kuvajoukko F'(D) on yhtendinen ja reaaliakselin yhtenéiset
osajoukot ovat vilejé, on F|p vakio.

Jos D on rajoittamaton, valitaan R > 0 siten, ettd |y(¢)| < R kaikille ¢ € [a, b].
T#lloin kaikille z € D, joille |z| > R, on

L[ () (¢
v(t) — f|Z| |7
(t

| )| 1
2r J, |2| — R T om |z|

Tésta epayhtélosta seuraa, ettd |[W(y; 2)| < 1, kun |z] > R+€(7)/(27r). Koska W (v; 2)
on kokonaisluku, on W(~; z) = 0, kun |z| > R + ¢(v)/(27). Koska kierrosluvulla on

(W(v;2)| < 5=

vakioarvo yhtenéisyyskomponentissa D, on W (y; z) = 0 kaikille z € D. O
ESIMERKKI 5.8. Olkoot v ja 7); kuten esimerkissé [5.5]
Ympyran kehdn {z € C | |z — 29| = r} komplementin yhten#isyyskomponentit

ovat kiekko B(zp;r) ja sen sulkeuman komplementti {z € C | |z — 2| > r}. Edellisen
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lemman nojalla W(y; z) = W(y;20) = 1 kaikille z € B(z;r) ja W(v;2) = 0 kaikille
z ¢ B(zo;7), joten

Wmv---vngz)= > W(nj2) =P —N kaikille z € B(2g;7),

<.
i agke
i

jaW(n v - v z) =0 kaikille z ¢ B(zp; 7).

5.3. Lokaali Cauchyn integraalikaava

Muista: Joukko C' = C on konveksi, jos kaikille z € C' ja w € C jana J(z,w) <
C'. Esimerkiksi jokainen kiekko B(zp;r) ja puolitaso {z € C | Re(¢(z — z)) > 0},
missd ¢ # 0, on konveksi. Jokainen konveksi joukko on tdhtiméinen jokaisen pisteensa
suhteen.

LAUSE 5.9 (Cauchyn integraalikaava konvekseille alueille). Olkoot B avoin kon-
veksi joukko, f: B — C holomorfinen funktio ja v: [a,b] — B umpinainen tie. Tdl-
loin

1
o 3@ % d¢ = W(v;2) f(2) kaikille z € B\|7|.

TobisTus. Méiritellddn g: B — C,

f(O) - f(2) .
o= (—x o MmezaR
1(2), kun ¢ = z.

Tilloin g on jatkuva alueessa B ja holomorfinen alueessa B\{z}, joten Cauchyn
integraalilauseen tdhtiméiselle alueelle (lause |4.4)) ja sen yhteydessé todistetun lem-
man nojalla saadaan (huomaa: lemmaa voidaan nyt soveltaa nyt jokaiseen

pisteeseen z, := z € B)
=§9(C)dczj€f@2~_£(2) dc

ROk Tt

—2miW(v;2) f(2). O

~

ESIMERKKI 5.10. Lasketaan integraali
* cost
[t
o 1+1
Vertailuperiaatteen nojalla on helppo todeta (HT), ettd kyseinen epéoleellinen Rie-
mannin integraali suppenee itseisesti.




73

Koska funktio ¢ — sint/(1 + ¢?) on pariton, kaikille 7 > 0 on

T it " cost T gint " cost " cost
dt = ——dt +1 dt = dt =2 — dt.
J_T1+t2 J_T1+t2 2J_,qlth? J_T1+t2 J 14 ¢2

0
Asetetaan
eiz o
g(Z) = m, kun z ¢ {—Z,Z}.
Télloin

f(z) i e’ .

= = k —1.

g(2) ~—, missd f(2) poat un z # —1i

Sovelletaan Cauchyn lokaalia integraalikaava eli lausetta funktioon f ja umpi-
naiseen tiehen v, :=n, v 9,, missa

n.(t) :=t, kunte[-rr], ja
9,(t) :==re't, kunte|[0,n].

Avoin konveksi joukko B, jossa f on holomorfinen, ei voi siséltdéd pistettd z = —i,
mutta sen pitéda sisaltda polun v, jalki. Joukoksi B voidaan valita esimerkiksi puolitaso

B:={zeC|Im(z) > —-1}.
Cauchyn integraalikaavan (lause nojalla, kun r > 1, (W (~,;i) = 1: HT)
TG 0o oriw (i) £6) = T
e

Z—1
Yr

Toisaalta

fz) . f®) f) cit o
Z—z'dz_LTZ—idz—i_LTZ—idz_fr—(tvLi)(t—i)dt—i_LT2’2+1d2'

Yr
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Osoitetaan, etté jilkimméinen integraali lihestyy nollaa, kun r — c0. Koska |22 +
1| = |2%| — 1, saadaan (vertaa esimerkkiin [3.19))

et ? |€7,z| e—Im(z)
az| < dz| = d
Uﬁr%—i-l : Jr|z\2—1‘z| Lrﬁ—l‘z‘

T ) 2 /2 '
— T f e—'rsmt dt _ T : f e—rsmt dt

2r Jﬂ'/? 6—27"t/7r dt = m (1 _ e—'r)
Tr2—1, r2—1

Saadun epéyhtélon nojalla Sw % dz — 0, kun r — o0, joten

o0 t T it
J L Y e AL
o 1L+t r—w | (t+1) (t —1i) row )z —i 2e

5.4. Cauchyn lokaalin integraalikaavan seurauksia
LEMMA 5.11. Olkoot 7: [a,b] — C tie, h: |y| — C jatkuva, k € Z, , G := C\|y| ja
H:G—-C,
h(¢)
H(z) := f ——dC.
( ) 0% (C - Z)k

Talloin H on holomorfinen joukossa G ja

H'(z) = k:f %dg

TobisTus. Oletetaan yksinkertaisuuden vuoksi, ettéd + on jatkuvasti differentioi-
tuva (paloittain jatkuvasti differentioituvan polun késittely jitetddn lukijan tehtévak-
si). Talloin

b
h(y(1))
H(z) f W)y ar.
o (V1) —2)F
Olkoon f: G x [a,b] — C,

h(y(1))
(v(t) — 2)*
Kompleksisen derivaatan laskusdéntéjen nojalla ndhdéén, ettd funktio z — f(z,1)

on kompleksisesti differentioituva ja ettd derivaatta ‘;—jzf: G x [a,b] — C on jatkuva.
Seurauksen [5.3| nojalla saadaan

F(z,t) = 7(2).

H'(z) Z—J;(z,t) it — %% V(b dt = k:J % V(8 dt.
Viite seuraa téasté. ]

LAuse 5.12. Olkoot G < C avoin joukko ja f: G — C holomorfinen funktio.
Talloin myds ' on holomorfinen joukossa G. Erityisesti f' on jatkuva joukossa G.
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TobisTus. Olkoot zg € G ja r > 0 siten, ettd B(zp;r) < G. Olkoot ¢ € (0,7)
ja y(t) :== 20 + €', kun t € [0,27], ja B := B(z0;0). Télloin W (v;2) = 1 kaikille
z € B. Kun sovelletaan lokaalia Cauchyn integraalikaavaa alueessa B(zp;7) polkuun
v saadaan

F(z) = % L gf(__C)Z ¢ kaikille » € B.

Kun edellistd lemmaa [5.11] sovelletaan funktioon h := f ja lukuun k := 1, saadaan

f'(z) = 271”. L ( J) S d¢ kaikille 2 € B.

¢—2)
Kun edellisti lemmaa sovelletaan funktioon A := f ja lukuun k := 2, funktion f’
holomorfisuus joukossa B seuraa. Viite seuraa tésté. U

Edellisesti lauseesta saadaan induktiollafj

SEURAUS 5.13. Olkoot G < C avoin joukko ja f: G — C holomorfinen funk-
tio. Tdalloin funktiolla f on kaikkien kertalukujen derivaatat f', f”, f",..., f™,. ..
joukossa G. O

Seuraava Moreranﬂ nimeé kantava lause on kédnteinen tulos Cauchyn integraali-
lauseesta kolmioille:

LAUSE 5.14 (Morera, 1886). Olkoot G < C avoin joukko ja f: G — C jatkuva
funktio. Oletetaan, ettd jokaiselle suljetulle kolmiolle A = A(zy, 22, 23) € G on

% f(z)dz =0.
0tA
Tdlloin f on holomorfinen joukossa G.

TobpisTus. Olkoon zy € . Koska G on avoin, on olemassa r > 0 siten, etti
B(zp;7) < G. Riittdd osoittaa, ettd f on holomorfinen kiekossa B(zp;7). Edellisen
lauseen [5.12 nojalla tatd varten puolestaan riittda osoittaa, ettd funktiolla f on pri-
mitiivi kiekossa B(zo; 7).

Asetetaan

F(z) - j S

missi v, : [a,b] — B(zp;r) on janapolku pisteestéd z, pisteeseen z.

Olkoon ( € B(zo; 7). Osoitetaan, ettd F'(¢) = f(().

Olkoon z € B(zp;r), z # (. Talloin pisteiden 2, ¢ ja z médrddmi kolmio A
sisdltyy kiekkoon B(zg;r). (Tapausten z = zy, { = 2z ja "2, ( ja z ovat samalla
suoralla” tarkastelut jatetdan lukijalle.) Olkoon 7 janapolku pisteestéd ( pisteeseen z.
Oletuksen nojalla

jg f(z)dz = 0.
Yevnvy .

4T4t4 tulosta kannattaa himmaéstelld. Reaaliakselin avoimella vililld derivoituvalla funktiolla ei
tarvitse olla edes toisen kertaluvun derivaattaa missdén pisteessé.
SGIACINTO MORERA (1856-1909), Italia.
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Kayridintegraalin additiivisuusominaisuuksien nojalla téstd saadaan

:sz(z)dz—LCf(z)dzzLf(z)dz

=f0f<<+t<z—c>><z—odt.

Funktion F' erotusosamaéarille saadaan

F(z)-F¢) [ B
| et o)ar
Parametrista riippuvan integraalin jatkuvuuslauseen nojalla Sé f(C+t(z—())dt —
So ¢)dt = f((), kun z — (. Siis F'(¢) = f(Q). O

Yhdistamilld lemma [4.6] ja Moreran lause [5.14], saadaan

LAUSE 5.15. Olkoon f: G — C jatkuva funktio, joka on holomorfinen joukossa
G\{z0}. Tdlloin f holomorfinen joukossa G. O

ESIMERKKI 5.16. Funktio f: C — C,

sin z
, kun z # 0,
f(z) =1 =

1, kun z = 0,

toteuttaa edellisen lauseen oletukset (HT: tarkista tdmé&). Néin ollen funktio f on
holomorfinen koko kompleksitasossa. Erityisesti se on kompleksisesti differentioituva
pisteessi z = 0. Kannattaa verrata reaaliakselin funktioon z — |z|: tdmi on jatkuva ja
(reaalisesti) differentioituva joukossa R\{0}, mutta ei differentioituva pisteessi x = 0.

LAuse 5.17 (Cauchyn integraalikaava derivaatoille). Olkoot B avoin konveksi
joukko, f: B — C holomorfinen, k € N, ja 7: [a,b] — C umpinainen tie alueessa
B. Tilloin

27 z)k+1

W(v;z) f®(z) = s \af@ i(é) d¢  kaikille z € B\|9).

TobIsTUS. Kéytetddn parametrista riippuvan integraalin derivointilausetta [5.3]
Cauchyn integraalikaavan [5.9 nojalla

W(7; 2)

f
t)dt kaikill B
27?1 C—z 27?2[ —z aikille z € B\l

Olkoot ¢ € B\|v| ja B¢ joukon B\|y| pisteen ¢ médraaméa yhtendisyyskomponent-
ti. Lemman nojalla W (~;z) on vakio avoimessa joukossa B (muista: avoimen
joukon yhtenéisyyskomponentit ovat avoimia, lause . Kun ylla oleva integraali-
kaava derivoidaan puolittain k kertaa muuttujan z € B, suhteen (katso lemma ,
saadaan viitetty kaava kaikille z € B,. O
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ESIMERKKI 5.18. Olkoon  murtoviivapolku, jonka jélki on jonon (1,7, —1,—i, 1)
madaradma umpinainen murtoviiva. Lasketaan

e + 2%sin 2z

—3dZ.
z

¥

Olkoon f: C — C, f(z) :=€* + z?sin z. Télléin f'(z) = e + 2zsinz + 2% cos 2 ja
f"(2) = €* + 4 zcos z — 2% sin z. Edellisen lauseen nojalla

z 2 o1 2
frEE i = f SO e = T w0 10 =i 1L =i
v ¥

LAUSE 5.19 (Cauchyn estimaatti). Olkoon f holomorfinen kiekossa B := B(zo;1).
Jos |f(2)] < M kaikille z € B, on

k' Mr
(= Tz = )7

FP ()] <

kaikille z € B ja kaikille k € Z., .

Erityisests

k' M

kaikille k € Z .

TopisTus. Olkoot z € B ja s € (]z — 2|,r). Olkoon ¥(t) := z + se't, kun
t € [0,27]. Cauchyn integraalikaavan derivaatoille eli lauseen nojalla

k! f(cC
F9f(2) l§ k+l ‘ < %J % |dcl-
gl

Tassi | — 2| =[C— 20+ 20 — 2| = [( — 20| — |20 — 2| = s — |20 — 2|, kun ( € |7], joten

k! M k! M 27 s k!' M s

P96 < 5 | T = 5 T = G

21 ), (s — |20 — 2|) o (s —|z0 — 2]) (s — |20 — 2|)

Kun saadussa epayhtdlossd annetaan s — r—, saadaan viitetty epayhtalo. U

SEURAUS 5.20 (Liouvillen lause). Rajoitettu kokonainen funktio on vakio.
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TobisTus. Olkoon |f(z)| < M kaikille z € C. Kiinnitetddn zo € C. Sovelletaan
Cauchyn estimaattia funktion f ensimmaéiseen derivaattaan:

M
1f'(20)] < - kaikille r > 0.

Kun r — oo, saadaan f’(z9) = 0. Koska piste zy oli mielivaltainen, on f’(z) = 0.
Koska C on alue, on f vakio. (

LAUSE 5.21 (Algebran peruslause). Olkoon p kompleksikertoiminen, ei-vakio po-
lynomi,

1

p(z) =an 2" + a1 2"+ -+ a2+ ay,

missi n € Zy ja a, # 0.
Talloin polynomilla p on kompleksinen juuri, t.s. on olemassa zy € C siten, ettd

p(z0) = 0.
Tobistus. Tehdaén antiteesi: p(z) # 0 kaikille z € C.

Asetetaan f(z) := ﬁ. Télloin f on koko kompleksitasossa holomorfinen funktio.
Koska
p(2)] = lan 2" = lan—1 2" =+ = |ar 2] — |ao|
= 2" (lan| = lan-l/12] = -+ = laa|/|z]"~" = laol/|2]"),

ja téssd suluissa oleva lauseke — |a,|, kun |z| — o0, on |p(z)| — oo, kun |z| — oo.
Téstd seuraa, ettd f(z) — 0, kun |z| — oo, joten on olemassa r > 0 siten, ettd

1f(2)] <1, kun|z|>r.
Toisaalta f on jatkuva, joten on olemassa M € R siten, etté
lf(z)] <M, kun |z| <.
Siis
|f(2)] < max{M,1} kaikille z € C.

Liouvillen lauseen nojalla f on vakio, jolloin myos p on vakio. Ristiriita. O

5.5. Maksimiperiaate

LAUSE 5.22 (Maksimiperiaate). Olkoot D < C alue ja f: D — C holomorfinen.
Jos on olemassa zy € D siten, ettd |f(2)| < |f(z0)| kaikille z € D, niin f on vakio
alueessa D.

TobisTus. Merkitddan w(z) := |f(z)]. Riittdd osoittaa (lause , ettd w on
vakio. Olkoon

M = w(zo) = | ()] = max{| ()| | 2 € D}.
Olkoot
U:={zeD|w(z) <M} ja V:={2eD]|w(z)= M}

Talloin UnV = @, U uV =D ja 2z, € V, joten V # . Koska w on jatkuva, on
U avoin. Koska D on yhtenéinen, riittaé osoittaa, ettd V' on avoin. Tall6in nimittédin
joukon U pitdd olla tyhja, mika tarkoittaa, ettd w(z) = M.
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Olkoon z € V. Koska D on avoin, on olemassa r > 0 siten, ettd B := B(z;r) < D.
Olkoon 0 < s < r. Sovelletaan Cauchyn integraalikaavaa kiekossa B tichen v: t —
z+se'l te|0,2r]. Integraalikaavan nojalla

M =) = 1) = 5= [f L ae < o [

ol gy

1 1 (* :
= — J w(e) |d¢| = — f w(z + se't)dt.
2r ), s 2 Jo
Siis
2m )
J (w(z + se'’)y — M)dt = 0.
0
Koska integroitava funktio ¢ — w(z + se'’) — M on jatkuva ja ei-positiivinen, on
w(z + se't) — M = 0 kaikille ¢ € [0,27]. Koska s valittiin mielivaltaisesti vélilti
(0,7), on w(¢) = M kaikille { € B(z;r). Taméi tarkoittaa, ettd B(z;r) < V, joten z
on joukon V sisdpiste. Koska z oli mielivaltainen joukon V' piste, on V' avoin. Viite
seuraa tasta. U

SEURAUS 5.23. Olkoot D c C rajoitettu alue ja f: D — C jatkuva funktio, joka
on holomorfinen alueessa D. Tdlldin on olemassa zy € 0D siten, etti |f(2)] < |f(z20)

kaikille z € D.

TobpisTus. Koska f on jatkuva ja D kompakti, on olemassa z; € D siten, ettd
|£(2)] < |f(z1)] kaikille z € D. Jos 2, ¢ D, on z € 0D, ja riittdd valita zp 1= 2.
Jos taas z; € D, on |f| vakio edellisen lauseen nojalla, joten miké tahansa zg € 0D
kelpaa. O

LAUSE 5.24 (Schwarzin lemma). Olkoon f: B(0;1) — C holomorfinen funktio,
jolle f(0) =0 ja |f(2)| <1 kaikille z € B(0;1). Talloin

1 (0) <1 ja |f(2)| <|z| kaikille z € B(0;1).
Lisiksi, jos jollekin zo € B(0;1) on |f(20)] = |20|, on olemassa X € C siten, etti
Al =1 ja
f(z) =Xz kaikille z € B(0;1).

TobisTus. Jatetddn harjoitustehtaviksi; sovella maksimiperiaatetta funktioon

1) kun z # 0, ja
g(z) ==+ 7 0
£(0), kun z =0.

*5.6. Kierrosluku leikkauslukuna

*5.6.1. Origon kiertdminen. Olkoon v: I = [a,b] — C\{0} paloittain siled
umpinainen polku. Olkoon A := C\(—o0, 0]. Jos polun ~ jilki sijaitsee alueessa A, on

% _ Log(y(b)) — Log(1(a)) = 0.

z
il

Mitéa tapahtuu, jos polku v leikkaa negatiivisen z-akselin?
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Oletetaan aluksi, ettd polku 7 on siled ja polku 7 leikkaa negatiivisen x-akselin
tasmélleen kerran. Leikkauspiste olkoon p; = (1), a < t; < b. Jaetaan integrointi-
véli osavileihin [a, 1] ja [t1,b] ja kdytetdén integraalin jatkuvuutta integrointirajan
suhteen:

3€% :F v () dt+fb Y® g~ lim r_é Y@ g 4 lim AU dt.
z . () V() =0+ J, (1) 5=0+ Jyy 45 V(1)
Y

Jalkimmaéiset integraalit voidaan laskea logaritmin padhaaran avulla, koska y(t) € A
kaikille ¢ € [a,t1) U (t1,b] (mieti, mita "leikkaa” tarkoittaa; méérittele oikein). Siis
d t1—86 1 t b / t
Z _ lim O gy 4 g [ 2L
z -0+ ), () 5-0+ J;, 45 V(2)

Jim (Log(y(t1 — 0)) — Log(v(a))) + lim (Log((b)) — Log(v(t1 +4)))
Jim (Log(y(ty — 9)) — Log(y(t: +9)))

=ln|y(ti=)] = nfy(ti+)| + ¢ lim (Arg(y(tr —9)) — i Arg(y(t1 +9)))

= lim (Arg(y(t, = 9)) — i Arg(v(ts +9))),

dt

silld v on jatkuva hetkelld ¢;. Kun ¢ — ¢1, on Arg(~(¢)) — +, missd merkki méaériy-
tyy sen mukaan, ldhestyyko piste v(¢) negatiivista z-akselia ylemmaésté vai alemmasta
puolitasosta (mieti napakoordinaattikulman geometria huolellisesti). Siis saadaan

dz
— = 127,
z

~

missd merkki on +, jos polku v kulkee ylemmaésta puolitasosta alempaan, ja — vas-
takkaisessa tapauksessa. Merkitdaan (I = algebrallinen leikkausindeksi; algebrallinen:
ei lasketa vain lukumé&érdé, vaan otetaan huomioon kulkusuunta)

](’% tl) =

+1, jos hetkelld t; polku v kulkee ylemmaésté puolitasosta alempaan,
—1, jos hetkelld t; polku v kulkee alemmasta puolitasosta ylempé&an.

Umpinaiselle polulle saadaan siis

d
_Z = 27r7;[(77t1)7
z

Y

kun polku v leikkaa negatiivisen z-akselin tédsmélleen kerran hetkella ¢;.

On helppo tarkistaa, etté edelliset paéattelyt kdyviat myos paloittain sileélle polulle,
ja etté leikkauspiste p; voi olla ei-siled (7 ei ole jatkuva hetkelld ;).

Jos polku 7 ei leikkaa negatiivista x hetkelld ¢;, vaan vain heijastuu takaisin (eli
v(t1) € (—o0,0), mutta y(t; — J) ja y(t1 + J) sijaitsevat samassa puolitasossa kaikille
riittédvan pienille § > 0), niin lims_, o4 (Arg(y(t1 —9)) —i Arg(y(¢t; +6))) = 0. Téllaiselle
heijastumispisteelle on luonnollista asettaa I(7,¢;) := 0.
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*5.6.2. Tien kierrosluku. Oletetaan seuraavaksi, ettd polku v leikkaa negatii-
visen z-akselin k kertaa. Leikkauspisteet olkoot p; = v(¢;), a < t; < -+ < t < b.
Olkoot ty := a ja tr41 := b. Jaetaan integrointivali osavéleihin [to,t1], [t1,12],. ..,
[te—1,tk] ja [tr, tks1], ja integraali vastaavasti summaksi

% = k fﬁl ) dt
=0 t; P)/(t)

5
Merkitaan

AArg(t;) := lim (Log(y(¢; —9)) — Log(t; +0)) = lim (Arg(y(t; —9)) — Arg(t; +9))

Edellisestd yhden leikkauspisteen tarkastelusta saadaan

© _ i Log(v(t — 0)) — Log(7(t0))

z 6—0+

+ 515& Log(y(t2 — 0)) — 515& Log(y(t1 +0)) + -~

+ Jim Log(y(ty —9)) — lim Log(y(tx—1 +9))

+ Log(v(tk+1)) — lim Log(v(ty +9))
=1 AAIg(tl) +1 AAIg(tQ) + -4 AAl"g(tk_l) +1 AAIg(tk)
=2mil(y,ty) +2mil(y,te) + - 4+ 2w i I(y, tr).

Paloittain silein umpinaisen polun 7: I — C\{0} kierrosluku origon suhteen voi-
daan siis laskea leikkausindeksien avulla

kun polku ~ leikkaa negatiivisen x-akselin hetkilla ¢4,. . ., t;. Kaava péatee myos silloin,
kun jokin pisteistd y(¢;) ei ole leikkauspiste, vaan heijastumispiste.

Edelliset tarkastelut on helppo muuttaa tilanteeseen, missé negatiivisen x-akselin
sijasta tarkastellaan polun ja origosta ldhtevén, kiinnitetyn séteen leikkauksia. Olkoot
Oy € (—m, x|, S = {re’@+m | r e [0,0)} ja A := C\S. (Joukko S on kulman
0y + 7™ suuntaan origosta ldhteva siade; kun 6y = 0, on S = (—o0,0]). Talléin A on
tahtimiinen minké tahansa siteen S jatkeella olevan pisteen 7e'%, r > 0, suhteen,
joten funktiolla z — 1/z on primitiivi alueessa A, t.s. logaritmilla on haara L téssd
alueessa. Alueen A logaritmin haaraksi kdly L(z) = In|z| +i60(z), missd §: A — R on
jatkuva, ) = z/|z| ja Oy — 7 < 0(2) < 6y + 7.

Jos polku vy leikkaa sdteen S hetkelld ¢;, on

A0(ty) »= lim 0(y(t; —9)) — lim 6(y(t; +0)) = £2,

missd etumerkki méadraytyy sen mukaan, tapahtuuko leikkaus vasta- vai myotapéi-
védn. Jos polku 7 heijastuu takaisin samalle puolelle sédettd S, on Af(t;) = 0, Kun
leikkausindeksi mééaritella&n "oikein”, pétevat edelliset tarkastelut, kun negatiivinen
x-akseli korvataan séteelld S.

Kun tarkastellaan polun v kierroslukua pisteen z; suhteen, pitda negatiivinen z-
akseli korvata pisteesté zy negatiivisen z-akselin suuntaan lahtevalla siteelld. Vastaa-
vasti suuntaan 6y + 7 lahteva sdde S pitéda siirtdd alkamaan pisteesté zg.
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LUKU 6

Cauchyn integraalilause ja integraalikaava

Seuraavassa esitetddn Cauchyn integraalikaavalle ja -lauseelle yleinen versio kéyt-
téen apuna polkujen homologian késitetté (lauseet ja sekéi ja . Cauc-
hyn integraalilauseelle saadaan hieman yksikertaisempi versio polkujen homotopian
avulla (lauseet [6.20] ja Kertaa polut kurssin Kompleksianalyysi 1 luentomonis-
teeseesta lukuﬂappale 3.1)). Muista, ettd polku 7v: [a,b] — C, jolle v(a) = ~(b),
on umpinainen eli silmukka ja tie on paloittain jatkuvasti differentioituva polku.

6.1. Cauchyn integraalilause

Palautetaan mieleen Cauchyn integraalilauseen lokaali muoto (CAnl, lause :
Olkoon f: B — C on holomorfinen tdhtiméisessa alueessa B < C. Télloin jokaiselle
umpinaiselle tielle y: [a,b] — B on voimassa

(6.1) fff(z) dz — 0.

Cauchyn integraalilauseesta saadaan myos seuraava tulos: Kun ~: [a,b] — B
ja n: [a,b] — B ovat teitd, joille on yhteinen ldhtopiste ja yhteinen pédtepiste eli
Y(a) = n(a) ja y(b) = n(b), on

(6.2) L (=) dz = L () dz

Nimittédin, kun Cauchyn integraalilausetta sovelletaan umpinaiseen tiehen 9 := vv ',
saadaan

0— jgf(z) dz — Lf(z) dz + L f(z)dz Lf(z) dz — L () dz

Ylla oleva pédttely voidaan kadntdd, joten umpinaisia teitd koskeva ehto ([6.1))
ja samoja ldhto- ja paatepisteité koskeva ehto ovat siis keskenddn yhtéapitavia.
Cauchyn integraalilauseen yleinen muoto selvittdéd, millaisille muille kuin tdhtiméi-
sille alueille kaavat . ja ovat voimassa. Néiden ehtojen kanssa kolmanneksi
yhtépitaviksi ehdoksi osmtettun primitiivin olemassaolo (lause m "Primitiivin ka-
rakterisointi”). Esimerkiksi kun (¢) := €', kun ¢ € [0,27] ja f(2) := 1/z, kun 2 # 0,
on f holomorfinen ja 7 umpinainen tie, mutta §w f(z)dz = (2),, ":;,f dt = 2w i. Cauchyn
integraalilauseen viite ei siis pade esimerkiksi alueelle G := C\{0}.

Seuraavaksi esitettdavén yleisen Cauchyn integraalikaavan apuna kaytetdén para-
metrista riippuvan integraalin derivointilausetta, joka on kertauksen vuoksi téssa:

Wiimeksi muutettu 28.3.2020.
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SEURAUS Parametrista riippuvan integraalin holomorfisuus). Olkoot G < C
avoin joukko ja f: G x [a,b] — C jatkuva funktio. Oletetaan, etti jokaiselle z € G ja
t € |a,b] funktiolla z — f(z,t) on kompleksinen (osittais-)derivaatta %(z,t) ja ettd
funktio (;—f:: G x [a,b] — C on jatkuva.

Talloin funktio F': G — C,

F(z):= f f(z,t)dt,

on holomorfinen ja

b
F'(z) = J %(z,t) dt. O

6.2. Yleinen Cauchyn integraalikaava
Olkoot D < C alue ja v: [a,b] — D umpinainen tie.

MAARITELMA 6.1. Umpinainen tie v on nollahomologinen alueen D suhteen, jos
W (~; z) = 0 kaikille z € C\D.

Yhtapitavisti v on nollahomologinen alueen D suhteen, jos

{ze C\[y| | W(v;2) # 0} = D.

W

Il
o

Vasen kuva: alueen D suhteen nollahomologinen tie.
Oikea kuva: alueen D suhteen ei-nollahomologinen tie.
Alue D on merkitty harmaalla ja komplementti C\D valkoisella.
W = n: tien v kierrosluku joukon D\|y| a.0. komponentin suhteen on n.

LAUSE 6.2 (Cauchyn integraalikaava, homologinen versio). f| Olkoot 7: [a,b] —
D alueen D suhteen nollahomologinen umpinainen tie ja f: D — C holomorfinen
funktio. Tdlloin

ffcf% d¢ =2miW(v;2) f(z)  kaikille z € D\|y|.

2Tissi esitettdvil todistus on mukailtu versio JOHN D. DIXONIN vuonna 1971 julkaistusta to-
distuksesta A brief proof of Cauchy’s integral theorem, Notices of the AMS 29:5.



Tobistus. Koska W(y;2) = ;- § &

prri M véite on yhtépitdva sen kanssa, etté

%% d¢ =0 kaikille z € D\|v|.

Kaikille (¢, z) € D x D olkoon

(€)= f(2)
(—z

/ kun ¢ # z,
1(2), kun ¢ = z.

©(¢,2) =

Osoitetaan, ettd ¢: D x D — C on jatkuva ja etti g—f((, z) on olemassa ja jatkuva
DxD—C.

Jatkuvuus ja derivoituvuus on selvdi pisteissi (o, 29), joissa (o # 2o-

Olkoot zy € D ja (5 = z9. Koska D on avoin, on olemassa r > 0 siten, ettd
B(zp;r) < D. Olkoon ¢g(t) := f((1 —t)z+t(), kun t € [0,1], ( € B(zp;7) ja z €
B(zp; 7). Télloin g on jatkuvasti derivoituva ja

(O — £(2) = 9(1) — g(0) = f §(t)dt = f PO =)z t0)dt(C ).

0

Siis jokaiselle ( # z on ¢((,2) = f@g:f(z) = Sé f(1—=t)z+t{)dt. Kun ( = z, on

o(z,2) = f(z) = Sé F'((1—1t)z+tz)dt. Siis kaikille € B(zo;7) ja z € B(2;7) on

©(¢,2) = L f'(1=t)z+t{)dt.

Saadun kaavan ja kurssilla CAnl todistetun parametrista riippuvan integraalin
jatkuvuuslauseen [5.1] nojalla ¢ on jatkuva.

Koska funktiolla (¢, z,t) — f'((1—t) z+t 2z) jatkuva osoittaisderivaatta muuttujan
z suhteen, on funktiolla ¢ parametrista riippuvan integraalin derivointilauseen
nojalla jatkuva osittaisderivaatta %‘f(C ,2).

Parametrista riippuvan integraalin derivointilauseen |5.3| nojalla saadaan edelleen:
funktio

b
Z jgso(C,Z) d¢ = f p(v(t), 2)7'(t) dt

on holomorfinen alueessa D.

Edelleen kurssilla CAnl todistetun lemman nojalla funktio H: C\|y| — C,

H(z) ::f£%d€

on holomofinen joukossa C\|7|.



Kun z € D\|v| ja W(v;2) =0, on

fotc.zyac = LT E g - § 7 o —omi oy wies )

Y v v

_$ L9 e s
_fc_zdg H(2).

Koska nollahomologisuusoletuksen nojalla {z € C\|y| | W(vy;2) # 0} < D, on
funktio F': C — C,

(6.3)

§ ©(¢2)d¢, kunze D,

(6.4) F(z) = {H(z), kun 2 € C\|[v] ja W(v;2) = 0,

hyvin mééritelty ja holomorfinen koko kompleksitasossa.

Osoitetaan, ettd F' on rajoitettu.

Koska holomorfisena F' on jatkuva, on F rajoitettu jokaisessa kiekossa B(0; R),
R > 0. Kun R on riittévin suuri, on |y| = B(0; R), joten pisteet z € C, joille |z| > R
sijaisevat joukon C\|vy| rajoittamattomassa yhtendisyyskomponentissa. Néille pisteille
on W(v;z) = 0. Pisteille z, joille |z| > R, on

) = |HE) \3§< ac| < |2 act < | %t <

missd M := max{|f({)| | ¢ € |7|}. Tastd seuraa, ettd I’ on rajoitettu koko komplek-
sitasossa.

Koska F' on rajoitettu, Liouvillen lauseen nojalla F' on vakio. Edellisen epayhtalon
nojalla on lisdksi limy, |_,OO |F(z)] = 0. Siis F(z) = 0. Koska F(z) = 0, on erityisesti
§ I O f (z) d¢ = § (¢, 2)d¢ = 0. Viite seuraa todistuksen alussa todetun nojalla. [

HuoMAUTUS 6.3. Edellisen lauseen todistuksessa tien v nollahomologisuutta alu-
een D suhteen kiytettiin ainoastaan kohdissa (/6.3 . ja . Kaavan (/6.3]) vasen puoli
médrittelee funktion z — § (¢, z) d¢ alueeseen D. Kaavan oikean puolen funktio H
on méiritelty kaikille z € (C\|7| Jotta naiden avulla voitaisiin maéritelld funktio ko-
ko kompleksitasoon, pitda maéadrittelevien funktioiden z — §7 ©(C,2)d¢ ja z — H(2)
olla "yhteensopivat” eli niiden tulee saada sama arvo leikkausjoukossa D n (C\|y|) =
D\|v|. Jos {z € C\|y| | W(v;2) # 0} & D (katso nollahomologisuuden mééritel-
mén yhteydessd olevaa kuvaa “ei-nollahomologinen”), on pisteita zo € D\|7/|, joille
W (~; z0) # 0. Olkoon DO tallaisen pisteen zy madraamé joukon C\|vy| komponentti.
Kun z € Dy n D, 0n§ 2)dC—H(z) = —2mi f(2) W(y;2) = =2mi f(2) W(7; 20)-
Jos Dy n (C\D) # @ , el edelhnen erotus vélttamatta hivid, eikd kaavaa (6.4]) voi
kiyttaa maarittelemdin funktiota C — CJj

3Jos méiriteltiisiin F(z) := § z)d(, kun z € D, ja F(z) := H(z), kun z € C\D, funktio F’

olisi hyvin mé&aritelty. Tapauksessa DO N (C\D) # ¢ funktio F ei vilttamétta ole jatkuva joukon D
reunapisteissa.
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SEURAUS 6.4 (Cauchyn integraalilause, homologinen versio). Olkoot 7: [a,b] —
D alueen D suhteen nollahomologinen umpinainen tie ja f: D — C holomorfinen
funktio. Talloin

$roac=o.

TobpisTus. Jétetddn lukijan tehtaviksi (sovella yleistd Cauchyn integraalikaavaa

funktioon ¢(¢) := f(¢) (¢ — 2)). O

Seuraava todistetaan samoin kuin kurssin Kompleksianalyysi 1 vastaava tulos:

SEURAUS 6.5 (Cauchyn integraalikaava derivaatoille, homologinen versio). Olkoot
v: la,b] — D alueen D suhteen nollahomologinen umpinainen tie, f: D — C holo-
morfinen funktio ja k € N. Tdlloin
k! \(Jg % d¢ = 2miW(v;2) f®(2)  kaikille z € D\|v|. O
Y
MAARITELMA 6.6. Alue D on (homologisesti) yhdesti yhtendinen, jos sen jokainen
umpinainen tie on nollahomologinen alueen D suhteen.

Kurssin Kompleksianalyysi 1 lauseesta "Primitiivin karakterisointi” saadaan

SEURAUS 6.7. Jos D < C on yhdesti yhtendinen, jokaisella holomorfisella funk-
tiolla f: D — C on primitiivi alueessa D. O

SEURAUS 6.8. Jos D < C on yhdesti yhtendinen ja D % 0, logaritmilla on haara
alueessa D.

TobisTus. Edellisen seurauksen nojalla funktiolla z — 1/z, D — C, on primitiivi
f alueessa D. Kiinnitetaéan zo € D ja médritellddn g: D — C ja F: D — C, g(z) :=
f(2) = f(2) + Log 2 ja F(z) := ze9), Tilléin g ja F ovat holomorfisia alueessa D
ja
1
F'(2) = e 93 — 2¢/(2) e 9 = (1 — 2 _) e 9 — .

z
Siis I on vakio = F(zy) = 25 e 930) = z5e7 19820 = 2 /2, = 1, jolloin z = €9*) kaikille
z e D. Tama tarkoittaa, ettd g on logaritmin haara alueessa D. U

SEURAUS 6.9. Olkoot D < C yhdesti yhtendinen ja f: D — C on holomorfinen.
Jos f(z) # 0 kaikille z € D, funktiolla f on logaritmi alueessa D, t.s. on olemassa
holomorfinen funktio L: D — C siten, etti f(z) = e®) kaikille z € D. (l

HuoMmAuTUS 6.10. Freitagin ja Busamin kirjassa [7, luvun IV liite C, lause C.1]
on 13 keskenéd#n yhtapitdvaa ehtoa, jotka karakterisoivat alueen D yhdesti yhtenéi-
syyden (ehto (9) on ylld oleva mééritelmé [6.6). Freitag ja Busam kéyttévéit nimitysté
elemantary domain alueesta D, jossa jokaisella holomorfisella funktiolla f: D — C
on primitiivi (seuraus . Yhtéapitavien ehtojen listaan kuuluvat lisdksi edellinen
seuraus ja ettd jokaisella holomorfisella funktiolla f: D — C on holomorfinen
nelidjuuri (eli holomorfinen funktio g: D — C, jolle (g(2))? = f(z) kaikille z € D);
ja Cauchyn integraalilauseen yleinen versio (kun 7 on alueen D umpinainen tie ja f
holomorfinen funktio, niin §v f(¢) d¢ = 0); ja Cauchyn integraalikaavan yleinen versio.



6.3. Ketjut ja syklit
Olkoon D < C alue.

MAARITELMA 6.11. Kompleksitason sykli on jono (71,...,7x), missd k € Z, ja
jokainen v; on umpinainen tie. Sykli o := (y1,..., ) on alueen D sykli, jos jokainen
jalki |y;| <€ D, je{l,...,k}. Syklin o jilki on |o| := |y1| v -+ U |7k

MAARITELMA 6.12. Olkoot f: D — C jatkuva funktio ja o := (71,...,7) alueen
D sykli. Funktion f kompleksinen kdayrdaintegraali syklin o suhteen on

jgf(z) dz 1= ijﬁf@ dz.

HUOMAUTUKSIA 6.13. a) Olkoon v alueen D umpinainen tie ja k € Z, k # 0.

Jos k > 0, jokaiselle j € {1,...,k} olkoon 7, := v, ja jos k < 0, jokaiselle j €
{1,...,|k|} olkoon n; :== .

Télloin funktion f kédyrdintegraalit syklien o := (yi,...,v) ja 7 := (n1,..., M)
suhteen ovat

§f(z) dz — k jgf(z) dz ja Jﬁf(z) dz — |k fff(z) ds — k jgf(z) dz.

Téstd syysta osassa (klassisempaa) kompleksianalyysin kirjallisuutta sykleja merki-
tddn formaaleina summina o = vy +-- - + ’ykﬁ Talloin ylla olevat polun v "monikerta”
o ja polun % "monikerta” 7 ovat yksikertaisesti o = k~, kun k > 0, ja 7 = k+, kun
k < 0 (ja sovitaan, ettd (—1)v :=%).

Téaydellisyyden vuoksi sovitaan, ettd tyhjd sykli o = () on pisteméisen polun
médrddma sykli eli o = (), missd v on vakiofunktio. Liséksi 0 := (), kun v on
alueen D umpinainen tie.

b) Kun syklien suhteen integroidaan, voidaan sykleihin luonnollisella tavalla liitt&a
umpinainen tie. Kun o = (v1,...,7;) on alueen D sykli (missid k& > 1), jokaiselle
j € {l,...,k — 1} olkoon n; alueen D polku, joka yhdistdd polun ~, padtepisteen
polun ;41 lahtopisteeseen. Téll6in

D= VIV R VIV Vet Ve Y gV g Vo vV T

on alueen D umpinainen tie, jolle
%f(z)dz == %f(z)dz
[V o

Sykli siis yleistaéd polkujen yhdistetyn polun késitteen tapaukseen, missd polut eivit
toteuta polkujen yhdistettévyysehtoa (eli polun v; paétepiste on sama kuin polun 7,4
lahtopiste). Myos ei-umpinaisten polkujen yhdistetyn polun késite voidaan yleistéda:

MAARITELMA 6.14. Kompleksitason ketju on jono (vi,...,7x), missd k € Z,
ja jokainen v; on tie. Ketju o := (v1,...,7v) on alueen D ketju, jos jokainen jalki
vl € D, je{l,...,k}. Ketjun o jilki on |o| := |y1| U - U |yl

4Syklis 0 = v1 + - - + Y ei pidi sotkea funktioon ¢ — 7y (t) + - - - + Y ().



Funktion f kompleksinen kdyrdintegraali ketjun o suhteen on
k
f f(z)dz = Z f(z)dz.
o j=17

Huomaa, ettd alueen D syklin o = (v1,...,7) kierrosluku W (o;z) on hyvin
mééritelty kaikille pisteille z € C\|o],

1 i 1 &G d ¢ _
Wiei2) = 2m’ﬂgg—z_2mj;§g—z_j;m”’z)'
o Y5

Laajennetaan nollahomologisuuden kisite sykleille asettamalla: Alueen D sykli o
on nollahomologinen alueen D suhteen, jos W (c; z) = 0 kaikille z € C\D.

LAUSE 6.15 (Cauchyn integraalikaava sykleille). Olkoot o alueen D suhteen nol-
lahomologinen sykli ja f: D — C holomorfinen funktio. Tdlloin

35% d¢ =2miW(o;z) f(2) kaikille z € D\|o|.

Tobistus. HT (korvaa tie 7 syklilla o lauseen todistuksessa; selvité erityisesti
kohdat ja . O

SEURAUS 6.16 (Cauchyn integraalilause sykleille). Olkoot o alueen D suhteen
nollahomologinen sykli ja f: D — C holomorfinen funktio. Talloin

proac-o N

SEURAUS 6.17 (Cauchyn integraalikaava derivaatoille, versio sykleille). Olkoot o
alueen D suhteen nollahomologinen sykli, f: D — C holomorfinen funktio ja k € N.
Tdlloin

k! ff _Je) d¢ = 2miW(o;2) f®¥(2)  kaikille z € D\|o]. O
(C‘ _ Z)k+1 !

6.4. Tieintegaalit ja homotopia

Erés tapa selvittda tieintegraalin 87 f(2) dz riippuvuutta tiestd v on polkujen ho-
motopian kisite. Kahden polun vélinen homotopia antaa teknisen vélineen selittéa,
mitd polun jatkuva muuttaminen eli deformaatio toiseksi tarkoittaa. Cauchyn inte-
graalilauseeseen liittyen relevantteja deformaatioita ovat sellaiset, joissa polkujen pai-
tepisteet pysyvit paikoillaan, ja sellaiset, joissa jokainen polku on umpinainen (mutta
alku- ja péitepisteet saavat liitkkua). Téssd kidytetyn deformaation oletetaan olevan
differentioituva:

MAARITELMA 6.18. Olkoot D < C alue, vg: [a,b] — D ja v : [a,b] — D joukon
D jatkuvasti differentioituvia polkuja (joilla on sama parametrivali).

(DHKP) Oletetaan, etta poluilla v ja 71 on sama l&htopiste ja sama péétepiste, t.s.
joille yo(a) = v1(a) ja v0(b) = v1(b). Sanotaan, ettd polku vy on differentioituvasti ho-
motooppinen kitntein pddtepistein polun v, kanssa joukon D suhteen, jos on olemassa
alue U ja jatkuvasti differentioituva kuvaus H: U — D siten, etté



(i) U o [0,1] x [a,b];
ii) osittaisderivaatat ‘7 H ; Ja gtéf ovat olemassa ja jatkuvia joukossa U;
ii) H(0,t) = o(t) kalkllle t € [a,bl;
)
)

(
(i
(iv) H(1,t) = v (t) kaikille t € [a, b]; ja
(KP) H(s,a) = y0(a) = m(a) ja H(s,b) = 70(b) = 11(b) kaikille s € [0, 1].

(DSH) Oletetaan, ettd polut 7o ja y; ovat joukon D silmukoita, t.s. polkuja, joille
Yol(a) = Y(b) ja v1(a) = 71(b). Sanotaan, ettd polku 7o on differentioituvasti sil-
mukkahomotooppinen polun v, kanssa joukon D suhteen, jos on olemassa jatkuvasti
differentioituva kuvaus H: U — D, joka toteuttaa edelld olleet ehdot (i)—(iv) seké
ehdon (KP) sijasta ehdon

(S) H(s,a) = H(s,b) kaikille s € [0, 1].
Kun 7y ja v, differentioituvasti homotooppiset ja H homotopian vélittava kuvaus,

merkitdin
vs(t) := H(s,t), kun se[0,1]jate |a,b].

- L L L
-1 -0.5 0 0.5 1
X

Polkujen ¢ — e~ 0 < 7, (puoliympyré) ja t — 1 — 2¢/m + it/m (t/m — 1) (paraabeli)
vahnen padtepisteet siilyttdva homotopia.
Tarkoitus on osoittaa, ettd kaavan viite toteutuu seuraavassa hieman vah-
vemmassa muodossa differentioituvasti homotooppisille poluille:

Ls f(z)dz = LO f(z)dz = Ll f(z)dz kaikille s € [0, 1].

HuomAuTus 6.19. Lukija todetkoon, ettd kun ~o: [a,b] — D ja v1: [a,b] — D
ovat alueen D jatkuvasti differentioituvia polkuja, niin

H(s,t) == (1= s)y0(t) + s(t),
méérittelee polkujen o ja 7 vélisen differentioituvan homotopian, jos H(s,t) € D
kaikille s € [0,1] ja t € [a,b], pddtepisteet sdilyttdvan tai silmukkahomotopian sen
mukaan, onko poluilla vy ja v, on sama lahtopiste ja sama péadtepiste, vai ovatko polut
Yo ja 71 silmukoita.
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LAUSE 6.20. Olkoot D < C alue, f: D — C holomorfinen ja vo: [a,b] — D ja
v : [a,b] = D joukon D jatkuvasti differentioituvia polkuja.

Oletetaan, ettd poluilla v ja 1 on yhteiset lihto- ja padtepisteet eli vo(a) = v1(a)
ja v0(b) = 71(b), ja etti polut vy ja 1 ovat differentioituvasti pddtepisteet sdilyttien
homotooppiset joukon D suhteen.

Talloin

Ls f2)dz = f f(z)dz = f f(z)dz  kaikille s € [0,1].

TODISTUS. Asetetaan h(s J f(2)dz, kun s € [0, 1].

Maéritelmén nojalla

ffvs A dt—ff (5.1)) (s, 1)

Osoitetaan, etta h'(s) =
Parametrista riippuvan mtegraahn derivointisddnnon (lause nojalla

B (s) Jb%(f(ﬂ(s,t)) aa]j(s ) dt.

a

Ketjusddnnon ja tulon derivointisdannoén nojalla saadaan

b 2
1(s) = [ (£60) S0t S 600) + £(H () S 2 (500))

a
Koska kuvauksen H toisen kertaluvun osittaisderivaatat ovat jatkuvia, on Eule-
rin ja Schwarzin lauseen nojalla 24 (s, t) — ZH (s ). Kiiytetiidn osittaisintegrointia

dsot — Jtos
jalkimmaéiseen derivaatan g g(s t) = —a(s t) sisdltdvadn integraaliin:
oH 02 H
Jf (St) %stdtJrff St)”t&s< 1) dt
/ 5H oH
— ) f (H(s,t)) E(S’t) E(S’t) dt
t:b OH "o oH
+ t:af(H(s’t))E(s’t) —L a(f(H(s,t))) g(s,t) dt
’ / oH oH
— L f (H(S,t)) g(S,t) E(S f;) dt
t=b i
+’ f(H(s,t st ff (szﬁ)ﬁa (s, 1) dt
t=a
= oH OH

f(H(s, 1)) g(saf) = [(H(s,b)) 5 -(s,0) = f(H(s,a)) %—Z(sya)

Koska homotopia séilyttdd padtepisteet, on H(s,a) = v(a) kaikille s € [0,1] ja
H(s,b) = 70(b) kaikille s € [0, 1]. Derivoimalla ndmé identiteetit puolittain muuttujan
s suhteen, saadaan 2 (s,a) = 0 kaikille s € [0,1] ja ZZ(s,b) = 0 kaikille s € [0,1].
Sijoittamalla ndmé arvot edelld saatuun kaavaan, saadaan h'(s) = 0 kaikille s € [0, 1].
Viite seuraa tésta. U

t=a
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Edellisessa todistuksessa polun pédtepisteiden sdilymistd tarvitaan vain viimei-
seen péattelyyn %—Ij(s, a) =0 ja %—Ij(s, b) = 0. Jos polut 7y ja 71 oletetaan silmukoik-
si ja differentioituvasti silmukkahomotooppisiksi, voidaan viimeisen kohdan pééattely
korvata seuraavalla: Koska H(s,a) = H(s,b) kaikille s € [0, 1], saadaan puolittain
derivoimalla 2 (s, a) = 2 (s, b) kaikille s € [0, 1]. Sijoittamalla nimé arvot edellisen
todistuksen viimeiseen kaavaan, saadaan h'(s) = 0 kaikille s € [0, 1]. Néin saadaan

LAUSE 6.21. Olkoot D < C alue, f: D — C holomorfinen ja vo: [a,b] — D ja
v : [a,b] = D joukon D jatkuvasti differentioituvia polkuja.

Oletetaan, ettd polut vy ja v, ovat silmukoita ja differentioituvasti silmukkahomo-
tooppiset joukon D suhteen.

Talloin

fﬁ ore ff ore fﬁ F(=)d>  aikille s € [0,1]. 0

HuomAuTUs 6.22. Lukija todetkoon, ettéd edellisten lauseiden viitteet pétevit
integraaleille S% f(2)dz, missd ~,(t) := H(s,t), jos v: [a,b] — D ja v1: [a,b] - D
ovat alueen D paloittain jatkuvasti differentioituvia polkuja ja

H(s,t) :=(1—8)70(t) + s71(t) e D kaikille s € [0,1] ja t € [a,]].

Koska téssd polut -, ovat (vain) paloittain jatkuvasti differentioituvia, integraalit
§.. [(2) dz midritellddn seuraavasti (katso médr. CAnl):

Olkoon P = {tg,t1,...,tn_1,t,} vélin [a,b] jako niin, ettd polkujen vy ja v; derivaatat
ovat jatkuvia jokaisessa pisteessd t € [a, b]\P. Talloin

J w5,

ESIMERKKI 6.23. Olkoot vy: [0,7] — C\{0} =: D ja v;: [0, 7] — D,

Yo(t) =€, y(t) = e

Télloin poluilla vy ja v on yhteiset 1ahto- ja padtepisteet, mutta polut vy ja 7
eivit ole differentioituvasti paétepisteet siilyttden homotooppiset alueen D suhteen.

Nimittéin, funktio f: D — C, f(z) := 1/z, on holomorfinen alueessa D, mutta
§, flz)dz = mleldt = mija § flz)dz = r=tetdt = —mi. Koska integraalit
ovat keskendén erisuuret, viite seuraa edelld olleesta lauseesta [6.20

Sen sijaan koko kompleksitason suhteen polut vy ja ~; ovat differentioituvasti

pédtepisteet sdilyttden homotooppiset; vertaa huomatukseen [6.19}

fedz = 35 [ s e e
] j=0 Yt

ttj+1

MAARITELMA 6.24. Jatkuvasti differentioituvia silmukka ~o: [a,b] — D on diffe-
rentioituvasti nollahomotooppinen alueen D suhteen, jos on olemassa vakiopolku (eli
pisteméinen polku) v; siten, ettd 7o on differentioituvasti silmukkahomotooppinen
polun ~; kanssa.

HuoMAUTUS 6.25. Polut vy ja 71 ovat homotooppiset kiintein pddtepistein ja
vastaavasti silmukkahomotooppiset, jos madritelmén [6.18) ehdot toteutuvat ilman dif-
ferentitoituvuusvaatimuksia (H: [0,1] x [a,b] — D on jatkuva, H(0,t) = 7o(t) ja
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H(1,t) = v(t) kaikille ¢ € [a,b]. Lisdksi tapauksessa homotopia kiintein padtepis-
tein (KP) H(s,a) = v(a) = m(a) ja H(s,b) = v(b) = (b) kaikille s € [0,1]; ja
silmukkahomotopialle (S) H(s,a) = H(s,b) kaikille s € [0, 1]).



LUKU 7

Holomorfisen funktion potenssisarjaesitys

7.1. Kompleksisista sarjoista

7.1.1. Lukusarjat.

0
n=1»

MAARITELMA 7.1. Kompleksilukujonon (ay){, madradimd sarja on lukujono (sy,)

misséa
n
Sy = Z ag.
k=1

Luvut s, n € Z,, ovat sarjan (s,)r_, osasummia ja luvut ag, k € Z.., sarjan termejd.
Sarja (s,)r_; suppenee, jos jono (s,)w_, suppenee; talloin merkitdén

0 ¢]
2 ar ;= lim s,,.
n—oo
k=1
Sarja (s,)r_, suppenee itseisesti, jos lukujonon (Jax|)y?, madrddmé sarja suppe-

nee.

HUOMAUTUKSIA 7.2. a) Tavanomaista on, ettd puhutaan "sarjasta >, , a;”, vaik-
ka merkintd on sama, joka on varattu sarjan summalle. Jotakin tuttuutta voitaisiin
sailyttad (korrektiuden kirsimétté), jos sarjalle (s,,)5_; kdytettéisiin merkintdd ), ay.

b) My6hemmin potenssisarjojen yhteydessi lukujonojen indeksointi aloitetaan nol-
lasta ja télloin osasummina kiytetddn lukuja s, = D37, .

¢) Koska lukujonon (|ay|)j2, médrddmén sarjan osasummien §,, := >;_, |ax| jono on
kasvava, suppenee sarja (s,)2_; itseisesti, jos ja vain jos Y.~ | |ax| < 0.

d) Jos sarja ), aj suppenee itseisesti, se suppenee.

e) Suppeneville kompleksitermisille sarjoille patevit vastaavat laskusédénnét kuin re-
aalitermisille sarjoille: Jos sarjat >, ax ja Y, by suppenevat ja ¢ € C, my6s sarjat
Dlag +bi) ja >, cay suppenevat ja niiden summille on voimassa

ee} o0 o0 0 o0
Z(ak—I—bk):Zak—i—Zbk ja ank:cZak.
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

Edelleen, jos sarjat ), a; ja >, by suppenevat itseisesti, myos sarjat >, (ar + bx) ja
D, Cay suppenevat itseisesti.

Wiimeksi muutettu 28.3.2020.
13
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7.1.2. Funktiojonot. Olkoot A < C annettu joukko ja (s,)_; annettu funktio-
jono funktioita s,: A — C. Sanotaan, ettd funktiojono (s,)ir_, suppenee pisteittdin
joukossa A, jos jokaiselle z € A lukujono (s,(2))_, suppenee.

MAARITELMA 7.3. Funktiojono (s,)y_, suppenee tasaisesti joukossa A kohti funk-
tiota s: A — C, jos jokaiselle € > 0 on olemassa n. € Z, siten, etta

|sn(2) — s(2)| < e kaikille z € A ja kaikille n € Z,, joille n = n..

HUOMAUTUKSIA 7.4. a) Jos jokainen s, on jatkuva ja jono (s,)»_; suppenee
tasaisesti kohti funktiota s, on myds s jatkuva (tod: HT).

b) Jono (s,)¥_; suppenee tasaisesti joukossa A (kohti jotakin funktiota), jos ja vain
jos se toteuttaa tasaisen suppenemisen Cauchyn ehdon (tod: HT): jokaiselle € > 0 on
olemassa n. € Z, siten, ettd

|sn(2)—sm(2)| < e kaikille z € A, kaikille n € Z, jam e Z,, joille n = n. jam = n..

ESIMERKKI 7.5. Olkoon s,(z) := 2", kun z € B(0;1).

Koska |s,(z)] = |z|* — 0, kun n — o (huomaa: |z| < 1), suppenee jono (s,)>*_;
pisteittidin kohti nollafunktiota.

Olkoon K < B(0;1) kompakti. Talloin on olemassa r € (0,1) siten, ettd K <
B(0;7). Kun z € K, on |s,(2) — 0] = |z|* < 7. Olkoon nyt £ > 0. Koska r" — 0, kun
n — oo, on olemassa n. € Z, siten, ettd r" < ¢, kun n = n.. Talloin |s,(z) — 0] < ¢
kaikille z € K, kun n > n., joten jono (s,)%_; suppenee tasaisesti kohti nollafunktiota
joukossa K. Jono (s,)r_; ei kuitenkaan suppenee tasaisesti joukossa B(0;1): Kun
valitaan 2z, := 1 — L, on s,(z,) = (1 = 1)" - ¢!, kun n — 0.

MAARITELMA 7.6. Funktiojono (s,)r_, suppenee lokaalisti tasaisesti joukossa
A kohti funktiota s: A — C, jos jokaiselle kompaktille joukolle K < A jono (s,)%_,
suppenee kohti funktiota s tasaisesti joukossa K, t.s. jos jokaiselle kompaktille joukolle
K < A ja jokaiselle ¢ > 0 on olemassa nk . € Z, siten, etté

1s,(2) — s(2)| < e kaikille z € K ja kaikille n € Z, joille n = ng..

LEMMA 7.7. Olkoot s,,: A — C, n € Z,, jatkuvia funktioita ja -y tie joukossa A.
Oletetaan, ettd jono (s,)_, suppenee lokaalisti tasaisesti joukossa A kohti funktiota
s: A— C. Tdllsin
lim | s,(2)dz = f s(z) dz.

o0
=l Jy v

TobISTUS. Jétetdédn lukijan tehtdviksi (huomaa: jalki |7| < A on kompakti). O
LAUSE 7.8. Oletetaan, ettd holomorfisten funktioiden s,: G — C jono (s,)r_,
suppenee lokaalisti tasaisesti avoimessa joukossa G kohti funktiota s: G — C. Til-

loin s on holomorfinen ja derivaatoille on voimasssa sé")

joukossa G kaikilla n € N.

— s Jokaalisti tasaisesti

TopisTus. Kéytetdin apuna lokaalia Cauchyn integraalikaavaa. Olkoot 29 € G
jar > 0 siten, ettd B(zo;2r) < G. Olkoon 7: [0,27] — G, (t) := 2 + 2r ', T&ll6in
lokaalin Cauchyn integraalikaavan CAnl nojalla kaikille k € Z, on

sk(2) L fuld)

211 -z
v

d¢ kaikille z € B(zg;2r).
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Madritellaan S: C\|y| — C

S(2) % fﬁ % dc.

T#lloin S on holomorfinen (lemma CAnl).
Olkoon € > 0. Koska polun ~ jilki |y| on kompakti ja s — s lokaalisti tasaisesti
joukossa GG, on s, — s tasaisesti joukossa ||. Siis on olemassa N € Z, siten, etté

|sk(C) — s(¢)| < e kaikille € € ||, kun k£ > N.

Kun z € B(zp;7r) ja¢ € ||, on |( —z| = | — 20| — |20 — 2| > 2r —r = r. Siis kaikille
z€ B(zyp;r) jakeZy, joille k = N, on

|sk(z)—S(z)\:’271” Cici C_27mj€(—z C’*’%rz% (?— (C)dc

2ﬂf\5kc— I WL;\dnga

Téama tarkoittaa, etta si(z) — S(2) kiekossa B(zp; ). Koska oletuksen nojalla sj(z) —
s(z), on s(z) = S(z) kaikille z € B(zp; 7). Koska S on holomorfinen, on s on holomor-
finen kiekossa B(zp; 7). Ensimméinen véite seuraa tésta.

Jalkimmaisen vaitteen todistamiseksi: lokaalin Cauchyn integraalikaavan seurauk-
sen CAnl nojalla kaikille £ € Z, jan € N on

|
Y

Todistuksen alkuosan ja lauseen CAnl nojalla

s (2) = 277:!2' 3§ . i(gw ¢ kaikille z € B(zg; 2r).

Y

Kun z € B(z;7) ja k> N, on

() - s(2) = | - ff Y s

|Sk( ) —s(Q)] 2
27T kuw J n+1!(! -

(n)

Téamé tarkoittaa, ettd s~ — s tasaisesti kiekossa B(zp; 7). Tamén perusteella

on tavanomaisin kompaktisuuspaéttelyin naytettivissi, etta s,(gn) — s lokaalisti

tasaisesti joukossa G. U

7.1.3. Funktiosarjat. Olkoot A < C annettu joukko ja (fx)5~; annettu funktio-
jono funktioita fz: A — C. Merkitdén jonon (fy)yL,; médrddman sarjan osasummia

Sn, t.8.
= > fi(2)
k=1
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Sanotaan, etté
(i) funktiosarja ), fr suppenee pisteittdin, jos lukujono (s,(z2));_; suppenee jo-
kaiselle z € A;
(ii) funktiosarja ), fr suppenee tasaisesti joukossa A, jos funktiojono (s,)nr_,
suppenee tasaisesti joukossa A;
(ili) funktiosarja Y, fi suppenee lokaalisti tasaisesti joukossa A, jos funktiojono
(sn)x_, suppenee lokaalisti tasaisesti joukossa A.

SEURAUS 7.9. Olkoot f.: A — C, k € Z, jatkuvia funktioita ja v tie joukossa A.
Oletetaan, ettd funktiosarja Y, fr suppenee lokaalisti tasaisesti joukossa A TdllGin

f Z fr(z)dz = Z fr(2) dz.

k=1 k=17
TobIsTus. Jétetdédn lukijan tehtéviksi (apuna edelld ollut vastaava jonolemma).

U

LAUSE 7.10. Olkoot fi.: G — C, k € Z, holomorfisia funktioita avoimessa joukos-
sa G < C. Oletetaan, etti funktiosarja Y, fr suppenee lokaalisti tasaisesti joukossa
G. Tdlloin funktio f: G — C,

F(2) =) fu(2)
k=1

on holomorfinen ja kaikilla n € N on voimasssa
o0
ROEDIWRO!
k=1

TODISTUS. Seuraa valittoméasti lauseesta [7.8] O

LAUSE 7.11 (Weierstrassin M-testi). Olkoot fr: A — C, k € Z.., funktioita jou-
kossa A < C. Oletetaan, ettid on olemassa lukujono (My){., siten, ettd

e}
[fu(2)] < My kaikilla z € A ja kaikilla k € Z, ja . M < oo.

k=1

Talloin funktiosarja Y, fir suppenee itseisesti ja tasaisesti joukossa A.

ToDISTUS. Itseisen suppenemisen (eli, ettd Y.~ | |fx(2)] < o0 kaikille z € A) to-
teaminen jatetddn lukijalle.

Osoitetaan tasainen suppeneminen. Olkoon € > 0. Koska sarja )}, M) suppenee,
sen osasummien jono on Cauchyn jono. On siis olemassa n. € Z, siten, ettd

D My=> My~ > M,<c kaikille neZ, jameZ,, joille n > m > n..
k=m+1 k=1 k=1
Olkoon s, := >;_, fi. Télloin kaikille z € A, n € Zy jam € Z,, joille n > m > n.,

on volmassa
n

sa(2) —sm(2) = | D AG)|< X MG Y Me<e

k=m+1 k=m+1 k=m+1
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Funktiojono (s,);_; toteuttaa siis tasaisen suppenemisen Cauchyn ehdon, joten jono
(sn)7_, suppenee tasaisesti joukossa A. O

MAARITELMA 7.12. Olkoot fp: A — C, k € Z,, funktioita joukossa A < C.
Sanotaan, ettéd funktiosarja ), fi suppenee normaalisti joukossa A, jos on olemassa
lukujono (M), siten, etté

0
[fu(2)] < My, kaikilla z € A ja kaikilla ke Zy, ja > M < oo.
k=1
Sanotaan, ettd funktiosarja Y., fi suppenee lokaalisti normaalisti joukossa A, jos

jokaiselle kompaktille joukolle K < A funktiosarja ), fi suppenee normaalisti jou-
kossa K.

HUOMAUTUKSIA 7.13. a) Normaalin suppenemisen kisite vaihtelee kirjallisuu-
dessa. Y14 oleva vastaa esimerkiksi kirjojen [12] méaar. VIIL.6.1] ja [5l luku V, §2]
terminologiaa. Freitagin ja Busamin kirjan [7, méér. I111.1.4] normaali suppeneminen
tarkoittaa ylld olevan mééritelmédn mukaan “suppenee normaalisti jokaisessa kom-
paktissa osajoukossa” (eli suppenee lokaalisti normaalisti). Kirjoissa [19] méaar. 5.1.1]
ja [8, luku V, §2] normaali suppeneminen tarkoittaa funktiojonon lokaalia tasaista
suppenemista.

b) Nimityksen normaali suppeneminen ei pidd antaa hamété; se ei tarkoita tavallista
pisteittiistd suppenemista.

¢) Normaali suppeneminen on vahvempi ehto kuin “suppenee itseisesti ja tasaisesti”.
Esimerkiksi, jos A := [1,00) ja jokaiselle k € Z, asetetaan fi(z) := 1/k, kun k < z <
k+1,ja fy(z) := 0 muuten, on >;” | fx(z) = 1/n, kun x € [n,n + 1), joten

Zﬂ@—Zﬁ@=2ﬁ@<%mmm%A
k=1 k=1 k=n

Funktiosarja Zk fr suppenee siis tasaisesti. Positiivitermisend sarjana se suppenee
itseisesti. Sarja ei kuitenkaan suppene normaalisti: Luvuille M pitda olla M, > %
Koska sarja 212021 % el suppene, ei sarja suppene normaalisti.

7.1.4. Ala- ja yldraja-arvo.

MAARITELMA 7.14. Olkoon (a,)_; reaalilukujono. Asetetaan
bp :=inf{a, | n =k} ja ¢, :=supfa,|n =k}

seka

liminf ay := lim ay := lim by = sup{by | k € Z, }
k—00 k—o0 k—0o0

ja
limsup ay := lim a; := lim ¢; = inf{c; | k € Z, }.
k—00 k—o0 k—0o0
Luku lim inf;_,o a; on jonon (a,)r_, alaraja-arvo ja limsupy_,., ax yliraja-arvo.

Tassé sallitaan by, = —o0, ¢ = o0, liminfy_ 4 ar = 00 ja limsup,_, ., ar = +0.
Huomaa, ettéd jono (by)7-, on kasvava ja jono (c)y; on vihenevi. Niilld on siis
raja-arvo, kun dérettomét raja-arvot sallitaan.
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Lukijalle jétetédén osoitettavaksi, etté: jos jono (a,)x_; on suppeneva ja A € R sen
raja-arvo, niin

sup{by | k€ Z;} = ]}erolobk =A=inf{c; | keZ,} = klijrolcck;

ja jos jonot (bg)i, ja (cx)7, suppenevat ja niilld on sama raja-arvo, limg . by =
limy o ¢x =: A, niin jono (a,)’_; on suppeneva ja A sen raja-arvo.
Edelleen, kun (a;)7, on reaalilukujono, on b = liminf; ., a; <=
(i) kaikilla o < b joukko {k € Z, | ar < a} on dérellinen, ja
(ii) kaikilla 5 > b joukko {k € Z, | ar < B} on adreton.
Vastaavasti ¢ = limsup;_,, a; <
(i) kaikilla o < ¢ joukko {k € Z, | ax > a} on &ireton, ja
(ii) kaikilla 5 > ¢ joukko {k € Z, | a;, > (3} on &direllinen.

7.1.5. Potenssisarjat.

MAARITELMA 7.15. Funktiosarja ), fi on potenssisarja pisteen z, suhteen, jos
sen termit ovat muotoa
fi(2) = ay (2 - ZO)k7
missé (ax)7~, on kompleksilukujono ja zg € C. Luvut a ovat potenssisarjan kertoimia
ja luku zq potenssisarjan Y, ai (z — 20)* keskus.

MAARITELMA 7.16. Potenssisarjan Y, aj (z — 20)* suppenemisside on luku g,

jolle
1
— = limsup /| ay|.
0

k—o0

Kiekkoa B(z0;0) kutsutaan potenssisarjan Y., ai (z — 2o)F

0 = 0, asetetaan B(zp; o) := C.

suppenemiskiekoksi. Jos

LAUSE 7.17. Olkoon o potenssisarjan >, ay (z — 20)* suppenemisside. Tdlldin on
voimassa
(i) potenssisarja >, ay (z — z0)* hajaantuu kaikille z € C, joille |z — z| > o;
(i) jos 0 > 0, potenssisarja >, a (z — z0)* suppenee normaalisti jokaisessa kie-
kossa B(zo;1), missi 0 < r < o. Tdlldin kiekossa B(zy; o) mddritelty funktio

f(z) = Z ar (z — z)F
k—0

on holomorfinen ja sille on () = n!a,.

TopisTus. (i) Olkoon z € C, jolle r := |z — 2| > p. Tilldin 1 < é. Yldraja-arvon
médritelmésté seuraa, ettd on olemassa ddrettoméan monta indeksia k € Z, siten, etté
I < {/|ax|. Siis dérettdmén monelle indeksille k on -% < |ax|. Néille indekseille k& on

1
lax (2 — 20)¥| = |ax| |2z — 20| = r—krk =1
T&lloin ay (2 — 20)" + 0, kun k — 0, joten sarja >, a (2 — 20)" hajaantuu.

(ii) Olkoon g > 0. Valitaan r € (0, o). Osoitetaan, ettd sarja >, ai. (z — 20)* suppenee
normaalisti kiekossa B(zo;r). Tété varten olkoon s € (r, 0). Nyt + > j Yliraja-arvon
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madritelmésta seuraa, ettd on olemassa N € Z, siten, ettéd % > {/ag|, kun k = N
Kun k> N, on % > |ay|, joten kaikille z € B(zp;r) on

1
(2 = 20)*] = Jaul |2 = ol < 7% = (r/s)"
Koska /s < 1 ja geometrinen sarja >, \(r/s)* suppenee, sarja >, ax (2 — 20)* sup-
penee normaalisti kiekossa B(z; 7).
Viimeinen véite seuraa Weierstrassin M-testin ja lauseen [7.10] avulla. U

7.2. Analyyttiset funktiot

LAUSE 7.18 (Potenssisarjaesitys). Olkoot G < C avoin, f: G — C holomorfinen,
20 € G ja r > 0 siten, etti B(zo;7r) < G. Tdlldin funktiolla f on pisteen zy suhteen
esitys kiekossa B(zy;r) suppenevana potenssisarjana

- Shonte- w0t

Lisiksi a = % f*)(2) kaikille k € N.

Saatu esitys on funktion f Taylorin sarja pisteen z, suhteen.

TobisTus. Olkoon z € B(zg;r). Valitaan s € (|z — 2|, 7). Kun ( € dB(2p; s), on

z—zo‘_|z—zo|_|z—zo| S _ 14
C—2! |C— 2| s s '

Geometrisen sarjan summakaavan avulla saadaan kaikille ¢ € 0B(zo; s)

f(Q) _ f(€) 1 . f(Q) i(Z—ZO) Zf Z—Zo

C—Z_(—Zol—z:—ig_g—zok: — 20 ¢ —zo)Ftt -

Weierstrassin M-testin nojalla saatu sarja suppenee muuttujan ¢ funktiona tasai-

sesti kiekon B(zp;s) reunalla. Kun «(t) := 29 + se'’, t € [0,2n], saadaan Cauchyn
integraalikaavan W/CAnl nojalla

© k

Z—ZO
d
27m C—z 27Tz Z (= 2k ¢

ja edelleen seurauksen HOJalla

f(Q) (= — 1 f
27‘(’22§ = lciol d¢ = Z’Z—ZORQW2§ k+1

v

Cauchyn integraalikaavan seurauksen CAnl nojalla
L O 15

211 — Zo)kJrl k!
Y

Funktiolla f on siis kiekossa B(zg;r) esitys

AT

k=0
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missd ay = 4 f*)(z). O

HuoMAUTUS 7.19. Holomorfisen funktion Taylorin sarjan ., ax (2 — 20)* suppe-
nemissidde on vahintddn suurimman joukkoon G siséltyvén zg-keskisen kiekon sdde.

MAARITELMA 7.20. Olkoot G < C avoin ja f: G — C annettu funktio. Funktio
f on (kompleksi-)analyyttinen, jos jokaiselle zo € G on olemassa r > 0 siten, ettd
B(zp;7) < G ja funktiolla f on esitys kiekossa B(zo;7) suppenevana potenssisarjana

f(z) = Z ar (z — z)F.

k=0
Lauseista ja saadaan

LAUSE 7.21. Funktio f: G — C on holomorfinen, jos ja vain jos se on komplek-
sianalyyttinen. 0

ESIMERKKI 7.22. Olkoon f: C — C, f(z) := €.
Funktiolle f on f®(z) = e* kaikille z € C ja k € N, joten

k=0 k=0

Koska f on holomorfinen koko kompleksitasossa, funktion f Taylorin sarja pisteen
2 = 0 suhteen suppenee lauseen nojalla jokaisessa kiekossa B(0;r), r > 0. Lauseen
[7.17 nojalla sarjan suppenemisside on siis ¢ = 0.

LAuse 7.23. Olkoon f analyyttinen alueessa D. Tdlloin seuraavat ehdot ovat yh-
tapitdvid:
(i) f(2) =0 kaikille z € D;
(ii) joukolla
N:={zeD| f(z) =0}
on kasautumispiste joukossa D,
(iii) on olemassa z, € D siten, ettd f*)(z) = 0 kaikille k € N.

TobISTUS. (i)=(ii) on selvé.

(ii)=>(iii): Olkoon zy € D joukon N kasautumispiste. Koska f on jatkuva, on f(z) = 0.
Tehddin antiteesi: on olemassa k € N siten, ettd f*)(z) # 0.
Olkoon ko := min{k € N | f®) () # 0}. Téllsin funktion f Taylorin sarja pisteen
zp suhteen on muotoa
o0

f(z) = Z ar (z — 20)¥, missi ay, # 0.
k=Fo

Olkoon r > 0 siten, etté y.o. sarja suppenee kiekossa B(zp; 7). Kun merkitdan
o0
9(2) = ajun (2 = 20),
=0

on g analyyttinen kiekossa B(zg;7) ja

f(2) = (2 = 20)" g(2).
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Analyyttisené funktiona g on jatkuva, ja koska g(z9) = ax, # 0, on olemassa 1’ € (0, r)
siten, ettd g(z) # 0 kaikille z € B(zo;7’). Talloin f(2) # 0 kaikille z € B(zo;7")\{20}-
Taméa on vastoin oletusta, ettd zy on joukon N kasautumispiste.

(iii)=(i): Olkoon
U:={zeD|f¥(z) =0 kaikille ke N} = (({ze D | f¥(z) = 0}.
keN

Koska analyyttisen funktion kaikki derivaatat ovat jatkuvia, on U suljettu joukon
D suhteen. Oletuksen nojalla zg € U, joten U # ¢J. Koska D on yhtendinen, riittaé
ndyttaa, ettd U on avoin (miksi?). Olkoon z; € U, ja olkoon

f(z) = Z ap (z — z,)F
k=0

funktion f kiekossa B(z1;r) suppeneva Taylorin sarja pisteen z; suhteen. Lauseen

[7.18 nojalla
(k)
f k('zl) — 0 kaikille k € N.
Talloin f(z) = 0 kaikille z € B(zy;7), joten B(zy;r) < U. Téllsin U on avoin ja
joukolle D saadaan esitys kahden avoimen pistevieraan joukon yhdisteend D = U U

(D\U). Joukon D yhteniisyyden takia D\U = ¢J, joten U = D. O

ap =

MAARITELMA 7.24. Olkoot f analyyttinen avoimessa joukossa G ja zy € G. Jos
f(z0) = 0 ja f # 0 jossakin pisteen zy ympéaristossé, luku

ko := min{k € N | f®)(2) # 0}
on nollakohdan zy kertaluku.

LAUSE 7.25. Olkoot f analyyttinen avoimessa joukossa G, zy € G ja kg € Z, .
Tdlloin seuraavat ehdot ovat yhtdpitivia:

(i) piste zy on funktion f nollakohta ja sen kertaluku on ko,
(ii) on olemassa analyyttinen funktio g: G — C siten, ettd g(z9) # 0 ja

f(2) = (2 = 20)" g(2).
TobisTus. (i)=(ii): Olkoon r > 0 siten, ettd B(zp;7) < G ja funktiolla f on

kiekossa B(zp;r) esitys suppenevana potenssisarjana

o0

f(z) = Z ar (z — z)F.

k=0

Lauseen nojalla f*(zy) = k! a;. Oletuksen nojalla on siis a; = 0, kun k < kq,
ja ay, # 0. Siis

f(2) = 35 a (== 20)f = (2 = 20)™ 3 ajun, (2 = 20)' = (2 = 20" g(2).

Téssd méaritelty funktio g on analyyttinen kiekossa B(zo;7) ja g(z0) = ag, # 0, joten
funktiolla g on vaaditut ominaisuudet.
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(il)=>(i): Kun g on kuten kohdassa (ii), on ¢g(z) # 0 jossakin kiekossa B(zo;7). Tulon
derivointisddnnostd saadaan induktiollaﬂ Kun k£ < kg, on

k
P9 = 35 () ko Cho = 1)+ (o = G = 1) & = 201 9,

joten
f(k)(z0> _ O, kun k < ]CO,
kol g(z0), kun k = k.
Funktiolla f on siis kertalukua kg oleva nollakohta pisteessa zy. U

7.3. Laurentin sarja

MAARITELMA 7.26. Kaksoissarja > . . 21 suppenee, jos kumpikin sarjoista

a0 a0
Z Zr ja Z Z_j suppenee.
k=0 j=1

Talloin
o0 a0 a0
Z 2L = sz+22_j.
k=—0o0 k=0 j=1

Kaksoissarja ZZO:_OO 2 suppenee itseisesti, jos kumpikin sarjoista

a0 0
Z 2 ja Z Z_j suppenee itseisesti.
k=0 j=1

Funktiokaksoissarjojen suppeneminen, itseinen suppeneminen, tasainen suppene-

minen ja normaali suppeneminen joukossa A méaritellidn vastaavalla tavalla kuin
tavallisten funktiosarjojen kohdalla meneteltiin.

MAARITELMA 7.27. Laurentin sarjcﬁ pisteen zo suhteen on muotoa
o0
2 ar, (2 — )"
k=—o0

oleva funktiokaksoissarja.

Luku
1

0o ‘=
lim supy, ., 4/|ax|

on Laurentin sarjan Y., ax (z — 20)* ulkopuolinen suppenemissdde ja

or := limsup 4/ |a_;|
j—

k

on Laurentin sarjan ), ax (2 — 2)" sisipuolinen suppenemisside.

Kun ¢; < 00, alue

A(z0; 01,00) = {z€ C| or < |z — 2| < 00}

20soita Leibnizin siinto: kun f = gh, on f*)(z) = Z?:o (I;) g*=9)(2) K9 (2).
SPIERRE ALPHONSE LAURENT (1813-1854), Ranska; sarja 1843.
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on Laurentin sarjan ZZO:_OO ay (z — 20)F suppenemisrengas. Jos of = 0 ja g0 = o0,
suppenemisrenkaaksi asetetaan C\{z}.

HuoMAUTUS 7.28. Tavallinen potenssisarja >, ax (2 — zo)* on Laurentin sarja,
missé a = 0, kun £ < 0. Sen sisdpuolinen suppenemisside o; = 0.

LAUSE 7.29 (Laurentin sarjan suppeneminen). Olkoot or ja oo Laurentin sarjan
S ax (2 — 20)F sisipuolinen ja ulkopuolinen suppenemisside.
Talloin sarja hajaantuu, jos
|z — 20| > 00 tai |z — 20| < o;.
Lisdksi on voirmassa:
(i) Jos 0o > 0, niin sarja Y. ,ax (2 — z0)* suppenee lokaalisti normaalisti kie-
kossa B(zo; 00) ja mddrittelee analyyttisen funktion fo kiekossa B(z0; 00)-
(i) Jos o < o0, niin sarja Z;’;l a_;j (z — z0)~? suppenee lokaalisti normaalis-
ti avoimessa joukossa U(zo; 01) := {z € C | |z — 20| > o1} ja mddrittelee
analyyttisen funktion fr joukossa U(zo; o1)-
(iil) Jos o1 < 00, Laurentin sarja Y. ax (z—20)" suppenee lokaalisti normaa-
listi suppenemisrenkaassa A(zo; 01, 00), joten
o0
F(2) =D ar(z=20)" = f1(2) + fo(2)
k=—0o0
on analyyttinen renkaassa A(zo; 01, 00)-
Lisiksi kaikille k € Z ja kaikille r € (o1, 00) on

1 1(©)
i et

211 — 2p)
|z—z0|=r

ToDISTUS. Laurentin sarjan Y., aj (2 — 29)" ulkopuolinen suppenemisséde oo
on sama kuin potenssisarjan ), ai (2—29)" suppenemisside. Néin ollen ulkopuolista
suppenemissiddettd oo ja funktiota fo koskevat viitteet seuraavat lauseesta [7.17]

Sisdpuolista suppenemissiddetta ja funktiota f; koskevia vaitteita varten merkitaan

1

=5 Ja tarkastellaan sarjaa

0

2 CL_j C] .

j=1
Taméan potenssisarjan suppenemissidde on 1/g;. Lauseennojalla, jos o5 < o0, sarja
suppenee lokaalisti normaalisti kiekossa B(0;1/py). Liséksi sarja hajaantuu jokaiselle
¢ € C, jolle || > 1/o;. Alkuperiiselle muuttujalle z ndmé ehdot tarkoittavat, etta jos
or < o0, sarja Z;O:I a_j (z — zy) 7 suppenee lokaalisti normaalisti joukossa U(zo; o),
ja hajaantuu, kun |z — zy| < g;. Liséksi funktio f; on analyyttinen joukossa U (zo; o1)-

Siis kaksoissarja >, ay (2 — 20)* hajaantuu, jos |z — zo| > 0o tai |z — 20| < or.
Jos o1 < 00, kaksoissarja >.,- _ a (2—z)* suppenee lokaalisti normaalisti renkaassa
A(z0; 01, 00) ja sielld
e}

f(2)= ), ar(z—20)" = fi(2) + fo(2)

k=—00
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on analyyttinen.

Kertoimia koskevaa viitettd varten olkoon v(t) := zy + re't, t € [0,27], missi
r € (o1, 00). Lauseen nojalla kaksoissarjan summauksen ja integroinnin jérjestys
voidaan vaihtaa, joten

1 £(©) _ 1< j—het
Qmﬁ(c_%)mdc—ﬁj@; a5 (¢ — )L d¢

y y I
- I J=k=1 J0 —
> o biC— )G = a,
j=—00
N
silld kun j # k, funktiolla ¢ — (¢ — 20)7 7%~ on primitiivi ¢ — J%k (Y O

Osoitetaan seuraavaksi, ettd rengasalueessa holomorfinen funktio voidaan esittda
Laurentin sarjana.

LAUSE 7.30 (Holomorfisen funktion esitys Laurentin sarjana). Oletetaan, etti 0 <
a < b < . Olkoon f holomorfinen renkaassa

D := A(zp;a,0) = {z€C | a < |z — 2| < b}.
Talloin on olemassa holomorfiset funktiot
g: B(0;0) > C ja h: B(0;1/a) - C
siten, ettd h(0) = 0 ja
f(z) =gz —20) + h(1/(z — 20)) kaikille z € D.

Lisdkst funktiolla f on Laurentin sarja

F@) =Y an(z— =)
missa
1 f(©)
n = 21 \(}g (¢ — zp)"*! a6

Yr

ja v (t) := 2o +re't, kunt € [0,27] jaa <7 <b.

TobisTus. Merkintojen yksinkertaistamiseksi olkoon 2 := 0 (muussa tapaukses-
sa korvataan z muuttujalla 2z := z — zp).

Kiinnitetddn z € D. Valitaan luvut ¢ ja d siten, ettd a < ¢ < |z] < d < b.
Mééritelladn G: D — C,

[ - f(Z) .
G(C) — CT, kun(;féz, Ja
f(z), kun ¢ = 2.

Té&ll6in G on holomorfinen alueessa D\{z} ja jatkuva joukossa D. Kurssilla Komplek-
sianalyysi 1 todistetun lemman [4.6] ja lauseen nojalla G' on tilléin holomorfinen
koko joukossa D.
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Kun a < r < b, eri vakion r arvoja vastaavat polut ~,.: [0,27] — D, v,.(t) :=
2o + re't, ovat kesken#in differentioituvasti silmukkahomotooppiset alueen D suh-
teen. Cauchyn integraalilauseen nojalla (versio differentioituva silmukkahomoto-
pia kohdassa "Tieintegaalit ja homotopia”)

$od - §ooa

Ve

Tasta saadaan

f(Q) SRVRIIOI W ((O N .
;]gadé—f(z)%zW(%,z)—jgg_zdc f(2)2mi W (vq;2).

Téassd W (7,; z) = 0 (koska z on c-séteisen kiekon ulkopuolella) ja W (vq4; 2) = 1 (koska
z on d-séteisen kiekon sisdpuolella). Siis

LSO 1[I
f(2)=2ﬂifﬁc_zdé—QWiffC_ZdCZQ(Z)Jrh(l/Z),

misséa

g(z) := %;Cfi—cldg, kun |z| < d, ja
Y

h(w) := % %d(, kun |w| < 1/c.

Ye

Funktiot ¢ ja h ovat parametrista riippuvan integraalin derivointilauseen CAnl
seurauksena holomorfisia méiéirittelyjoukoissaanﬁ Funktiolla f on siis kaivattu esitys
pisteisséd z, joissa ¢ < |z| < d, missi ¢ ja d ovat ehdot a < ¢ < d < b toteuttavia
vakioita.

Funktio ¢ riippuu periaatteessa vakiosta d, g(z) = gq(2), mutta koska eri vakion
d arvoille d ja d', joille |z| < d < b ja |z| < d' < b, polut v, ja 7 ovat keskendén

differentioituvasti silmukkahomotooppiset alueen D, := {( € C | |2] < [(] < b}

suhteen ja funktio ¢ — g on holomorfinen alueessa D, o, Cauchyn integraalilauseen

(versio differentioituva silmukkahomotopia) nojalla eri vakion d arvoja vastaavat
arvot gq(z) ja guo(z) ovat samat. Funktio g on siis hyvin méiritelty koko kiekossa
B(0;b): g(z) := ga(z), missé d valitaan siten, ettd |z| < d < b.

Vastaava péittely funktiolle h = h, (vakiot ¢ ja ¢, joille a < ¢ < |z] ja a <

d < |z|, alue D, := {( € C | a < [(] < |#]} ja alueessa D, ; holomorfinen funktio
(¢ — % = —g, missd w = 1/z) antaa funktiolle h arvot koko kiekossa B(0;1/a):

h(w) := h.(w), missé ¢ valitaan siten, ettd |w| < 1/c < 1/a.

4Kyseisen lauseen nojalla g on itse asiassa holomorfinen polun ~, jéljen |v4| komplementissa;
vastaavasti z — h(1/z) on holomorfinen jéljen |v.| komplementissa. Funktion f kannalta relevantteja
arvoja saadaan kuitenkin vain kiekoissa |z| < d ja |w| < 1/c (eli |z]| > ¢).
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Koska g on holomorfinen kickossa B(0;b), on silla esitys kiekossa B(0;b) suppe-
nevana Taylorin sarjana (lause |7.18)

0

g(z) = 2 ar 2",

k=0
Vastaavasti, koska h on holomorfinen kiekossa B(0;1/a) ja h(0) = 0, on silld esitys
kiekossa B(0;1/a) suppenevana Taylorin sarjana

o0
= 2 by w™.
m=1

Asetetaan a_,, := b,,, kun m € Z,. T&lloin kaikille z € D on voimassa z € B(0;b) ja
1/z € B(0;1/a), joten funktiolle f saadaan esitys renkaassa D suppenevana Laurentin
sarjana

f(z) =g(2) + h(1/z) = 2 ay, 2~

Koska sarjat lezl_oo ... Jja 21?:0 ... suppenevat renkaassa D, suppenevat ne tasaisesti
polun 7, jéljelld ja integroinnin ja sarjan summauksen jérjestys voidaan vaihtaa (lause

7.9)
1 ff(z) 4;
Qﬂ. i Zn+1 Qﬂ- Z Z n+1 -

Yr

k .
Huomaa: § 2 dz = 2mi, kun k = n; muuten § —Zdz = 0. O
Yr 2 Yr 2

7.3.1. Esimerkki: kompleksiset Fourier’n sarjat. Olkoot (a,b) < R avoin

véli,
D:={x+iyeCla<y<b}

ja f: D — C jaksollinen holomorfinen funktio, jaksona 1, t.s. f(z + 1) = f(2) kaikille
zeD.

Kuvaus

D—C, 2z =g,

kuvaa alueen D renkaaksi|

—2ma

A:={qeClr<|q¢ <R}, missir:=e *jaR:=c¢
Koska tdmékin kuvaus on 1-jaksoinen, on olemassa funktio g: A — C siten, etté
f(z) = g(e*™**) kaikille z € D.
Kayttamaélla kahta logaritmin haaraa apuna, on helppo todeta, ettd myos g on holo-

morfinen. Funktio g voidaan néin ollen esittdd Laurentin sarjana
0

9@) = Y, ang",

n=—au

Gy = L § Mdn = Jl —g(ge%'ix) dx

A1 nn+1 0 Qn e27rznm
Inl=e

missé

—27a

SArvot a = —0 ja b = o voidaan sallia. Jos a = —0, e =00, jajos b =00, e 270 := (.
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Kun luku ¢ € (r, R) esitetdiin muodossa ¢ = e 2™ on y € (a,b), g(0e*™'*) =
g(e*m @) = fla +iy) ja

1
a, = J f(x+iy)e 2min@+iv) qy
0

Siis joukossa D holomorfinen 1-jaksoinen funktio f voidaan esittdé kompleksisena
Fourier'n sarjana

o0
f(Z) _ Z an€27mnz’
n=—0
missa

1
a, = f f(Z) 6727rinz dr
0

ovat sarjan kompleksiset Fourier’n kertoimet. Téssd z = x + iy, ja y voidaan valita
mielivaltaisesti valilta (a, b). Lisdksi saatu Fourier'n sarja suppenee lokaalisti normaa-
listi joukossa D.

Reaalimuuttujan funktioiden tapauksessa joukon D tilalla on z-akseli (eli vilin
(a, b) tilalla on yksi6 {0}). Fourier'n sarjoihin tutustuneille reaalimuuttujan funktioi-
den esitettdvyys Fourier'n sarjana saattaa vaikuttaa tyoladmmaltd osoittaa, mutta
apuna téssd on vahvoja tyokaluja, jotka kulminoituvat Laurentin sarjoihin. Toisek-
seen, reaalimuuttujan funktioiden kohdalla tapana on pyrkid 16ytdméan melko ylei-
nen funktioluokka, joille Fourier'n sarjaesitysté etsitdan. Yksinkertainen, mutta melko
kayttokelpoinen funktioluokka on paloittain jatkuvat, paloittain jatkuvasti derivoitu-
vat funktiot. Edelld on rajoituttu varsin “sileisiin” funktioihin, holomorfisiin.



LUKU 8

Eristetyt erikoispisteet ja residylause

8.1. Erikoispisteet

Olkoot G < C avoin joukko ja f: G — C analyyttinen funktio. Olkoon zy pis-
te, jolle on voimassa zg ¢ G, mutta jollekin r > 0 punkteerattu kiekko B*(zg;r) =
B(z0;7)\{20} = G. Tallaista pistettd zy kutsutaan funktion f eristetyksi erikoispis-
teeksi (tai lyhyesti erikoispisteeksi).

Sanotaan, ettd funktio f on analyyttinen joukossa G' := G U E lukuunottamatta
eristettyja erikoispisteitd, jos eristettyjen erikoispisteiden joukolla E ei ole kasautu-
mispistetta zy € C siten, ettd jollekin » > 0 on B*(zp;r) < G.

Olkoon funktiolla f eristetty erikoispiste zy. Valitaan r > 0 siten, ettd f on ana-
lyyttinen punkteeratussa kiekossa B*(zo; 7). Lauseenno jalla funktiolla f on esitys
punkteeratussa kiekossa B*(zp;7) suppenevana Laurentin sarjana

0¢]
f(z) = Z an (z — 2)".
n=—0o0
Erikoispisteet voidaan luokitella Laurentin sarjan avulla: Piste zy on funktion f
e poistuva erikoispiste, jos a, = 0 kaikille n < 0;
e napa, jos a, # 0 vain aérellisen monelle n < 0 ja jokin a,, # 0, n < 0;
e oleellinen erikoispiste, jos a, # 0 ddrettomén monelle n < 0.

ESIMERKKI 8.1. Piste z = 0 on funktion f: C\{0} — C,

. 0
sin z (- , o
== ) — t k te;
e f(2) . nz_;) n e 1) 27", poistuva erikoispiste
o f(z):= sin 2 = i ﬂz%_{ napa; ja
25 —(2n+1)!
© n
o f(z):= sin1 = Z =D 2721 oleellinen erikoispiste.
z = (2n+1)!

Sen sijaan piste z = 0 ei ole eristetty erikoispiste esimerkiksi neligjuuren paihaa-
ralle z — 4/z tai logaritmin pddhaaralle z — Log z, koska nimaé eivét ole analyyttisii
negatiivisella x-akselilla.

HUOMAUTUS 8.2. Piste zp on funktion f poistuva erikoispiste, jos ja vain jos
funktio f,

s ) f(2), kun z # 2,
' {ao, kun z # z,

on analyyttinen jossakin kiekossa B(zp;r), kun a¢ on funktion f Laurentin 0. kerroin.
Wiimeksi muutettu 10.3.2020.

28
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MAARITELMA 8.3. Olkoon z, funktion f erikoispiste ja r > 0 siten, ettd funktiolla
f on punkteeratussa kiekossa B*(zg;r) esitys Laurentin sarjana

o0
f(z) = Z an (z — z0)™.
n=—ao
Sarja
Q0
S(z) := Z a_n(z—2)""
n=1
on funktion f Laurentin sarjan singulaariosa pisteen zy suhteen.
Luku

Res(f; z0) :== Res f(z) :=a_;
z=2z0
on funktion f residy pisteen zy suhteen.

Huomaa, ettd kun zg funktion f erikoispiste ja S on funktion f Laurentin sarjan
singulaariosa pisteen zy suhteen, on zg funktion f—.S erikoispiste. Piste 2y on kuitenkin
funktion f — .S poistuva erikoispiste, koska jossakin punkteeratussa kiekossa B*(zp;r)

f(z) = 8(2) = > an (2 = 20)"
n=0
Lauseen [7.30] nojalla

Res(f;20) = % ;f(g) g,

Vel

missi v, (t) := 2z + r' €'t kun t € [0,27] ja 0 <7/ < 1.

8.2. Poistuvat erikoispisteet

LAUSE 8.4 (Riemannin jatkolause; BERNHARD RIEMANN, 1851). Olkoon z funk-
tion [ eristetty erikoispiste. Tdlloin seuraavat ehdot ovat keskenddn yhtdpitivia:

(i) Piste zp on poistuva erikoispiste.
(ii) On olemassar > 0 siten, etti f on rajoitettu punkteeratussa kiekossa B*(zo; 7).
(i) On voimassa lim,_,.,(z — 2zo) f(2) = 0.

TobpisTUS. (i)=(ii): Jatetaéan lukijan tehtéviksi.

(il)=(iii): Olkoot M € R ja r > 0 siten, ettd
f(2)| < M kaikille 2 € B*(zg;7).
Talléin

|z — 20| |[f(2)] < |2 — 20| M — 0, kun z — 2.

(iii)=(i): Asetetaan

{(z —29) f(2), kun z # z,

0, kun z # zp.
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Oletuksien nojalla riittdvén pienelle r > 0 funktio g on jatkuva kiekossa B(zg;7)
ja analyyttinen punkteeratussa kiekossa B*(zo;r). Kurssilla Kompleksianalyysi 1 to-
distetun lemmannojalla g on analyyttinen koko kiekossa B(zp; ). Kun g esitetaan
pisteen zq suhteen Taylorin sarjana, saadaan kaikille z # zy (huomaa: g(zy) = 0 = by)

ORI T o AR

Funktion f Laurentin sarjan singulaariosa havida siis identtisesti, joten zg on poistuva.
O

8.3. Navat

MAARITELMA 8.5. Olkoon zy funktion f napa ja

0

f(z) = Z an (z — z0)".

n=—au

funktion f esitys Laurentin sarjana pisteen z, suhteen.
Talloin luku

k:=—min{n e Z| a, # 0}

on navan zg kertaluku.

HuomAuTUS 8.6. Freitag & Busamin méaérittelemé navan zg kertaluku on ylla
olevan lukun k vastaluku; katso [7, Mééritelmé I11.4.5]. Dieudonné [5, §VIIL.3], Lang
11 §V.3] ja Wegert [19, Méé&ritelma 3.5.6] méérittelevit navan kertaluvun samoin
kuin tésséd. Dieudonné ja Lang méarittelevit funktion f kertaluvuksi pisteen zg suhteen
(order of f at zp) luvun —k.

LAUSE 8.7. Olkoot k € Z. ja f analyyttinen punkteeratussa kiekossa B*(zo;r).
Tdlloin zg on funktion f kertalukua k oleva napa, jos ja vain jos on olemassa kiekossa
B(zo;7) analyyttinen funktio g siten, ettd

9(2)
(z — 2z0)*

TobisTtus. Olkoon zp funktion f kertalukua k oleva napa. Télloin funktion f
Laurentin sarja pisteen zy suhteen on muotoa

fz) = kaikille z € B*(z0;7), ja  g(z0) # 0.

0¢]
f(z) = Z an (z — 20)", missd a_p # 0.

n k

Asetetaan

9(2) = 2 ik (= 20).
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Koska funktion f Laurentin sarja pisteen zy suhteen suppenee kaikille z € B*(zg;7),
suppenee funktion g mééritteleva sarja kaikille z € B(zp; 7). Funktiolle f saadaan nyt
vaadittu esitys, silld g(z) = a_p # 0 ja

o0 o0

f(z) = Z an (2 = 20)" = (2= 20) 7" 2 aj k(2= 2) = (2= 20)""g(2).

n=—~k Jj=0

Oletetaan nyt, ettéa funktiolla f on esitys f(z) = (Zi(jg)k, missi g(zg) # 0.
Koska g on analyyttinen kiekossa B(zg;7), on

o0

- Slate- 2

Téssd by = g(z0) # 0, joten

0

f(z)=(z—20)" Z (z — 2z)" an+k (z — 2z0)"

n=0 n=—k

Saatu sarja on funktion f Laurentin sarja pisteen z suhteen. Koska sen sen (—k). ker-
roin by # 0, piste 2y on funktion f kertalukua k oleva napa. U

HuomAauTUs 8.8. Edellisestd lauseesta saadaan kaava funktion f residyn laske-
miseksi pisteen z; suhteen tapauksessa, jossa funktiolla f on pisteessd zg kertalukua
k oleva napa. Olkoon siis

f(z) = %, missd  g(zo) # 0.

Kun funktio g esitetdén Taylorin sarjansa avulla, g(z) = Y, b, (2 — 20)", on

o]
= Z btk (2

j=—k

Koska funktion f residy pisteen zo suhteen on sen Laurentin sarjan termin (z — zp)~*

kerroin, saadaan

(k=1)(
Res(f;20) = bk-1 = g(k:—(l)(;)'
Koska funktiota f ei ole mééritelty pisteessé zg, saadaan funktion f avulla esitettyné
1 dkfl
Res(f;20) = lim ((z = 20)* f(2)).

(k’ — 1)' z—z0 dzk—1

Jos napa on yksinkertainen, on

Res(f;20) = lim ((z — 20) f(2)).

Z—Zz0

ESIMERKKI 8.9. Olkoon
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Eksponenttifunktion Taylorin sarjan e* = > % 2% avulla saadaan

f(z): 0011 = 0011 -:lg('z)v

Lk — ]
PINEY. ELNED WS oy EANE

missé g(z) := 1/ Z;O:O (]+1), 2/ Funktio ¢ on analyyttinen jossakin origon ympéristssé
ja g(0) = 1 # 0, joten piste z = 0 on funktion ensimméisen kertaluvun napa, jossa

Res(f:0) = lim(z f(2)) = lim —— = —+ L

250 —0e? —1  lim, 05  De?l._

ESIMERKKI 8.10. Olkoon

= k T 1.
f(2) [ a0 kunz #
Olkoon p(z) := 1+ 2% Yhtilon p(z) = 0 juuret ovat z = a; = e/™/AHI2m/4 " j ¢
{0,1,2,3}, eli
aoze”/4, a; =1ag, Gy =1a1 = —ag ja az =10y = —iday.
al// ag
a& as
Navat a; ovat yksinkertaisia, silld p'(a;) = 4a§? # 0. Koska p(a;) = 0, saadaan
(Fray) = lim (= — ;) £(2)) = lim (= —a) =
Res(f;a;) = lim ((z — a;) f(z zlim(z—w —)
J z—a; J Z—=aj J p(Z) — p(aj)
2 2 3 3
= lim i _ % % ! _ % —&.
zoa; PEP@) g/ (ay)  4al 4da;  4a] 4
z— CL]

LAUSE 8.11. Olkoon zy funktion f eristetty erikoispiste. Tdlloin piste zy on funk-
tion f
(i) napa, jos ja vain jos lim,_,,, |f(z)| = oo;
(ii) kertaluvun k napa, jos ja vain jos lim,_,., |z — zo|* | f(2)| € (0, o0).
Tobistus. Oletetaan, etté piste zy on funktion f kertalukua k oleva napa. Téalloin
on olemassa jossakin kiekossa B(zg;r) analyyttinen funktio g siten, etté

f(z) = % kaikille z € B*(z9;7), ja ¢g(z0) # 0.
Siis
lim |f(2)| = lim o)l = 0.

220 220 |Z - Z(]’k
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Liséaksi
o0, jos I < k,
i [z = 2! [£(2)] = lim [z = 20~ lg(=)] = < lg(z0)], Jos I =k,
0, jos | > k.

Molempien kohtien puoli "vain jos” seuraa tésta.
(1), "jos”: Oletetaan, ettd lim,_,,, |f(z)| = oo.

Asetetaan h(z) := 1/f(z). Télloin h on rajoitettu jossakin kiekossa B(zp;7’), joten
Riemannin jatkolauseen nojalla piste zy on funktiolle h poistuva erikoispiste. Liséksi

(z0)] = Jim [A(z)| = .
Funktio A ei voi havité identtisesti, joten jos sen Taylorin sarja pisteen z, suhteen on
0
h(z) = ba(z = 20)",
n=0
on by = 0, mutta jokin b, # 0. Olkoot k := min{n € Z, | b, # 0} ja

) = !

=0 Uitk (2 — 20)7

Talloin g(zp) = 1/bx # 0 ja

R 1 __9(3)
f(z) = h(z) (2= 20)F 2o bjan (2 — 20 (2= 20)F

Lauseen [8.7 nojalla piste zo on funktion f kertalukua k oleva napa.

(ii), "jos™ Oletetaan, etti lim, ., |2 — 20|* |f(2)] € (0,0) jollekin k € Z,. Tallsin
lim, ., |f(2)] = o0 ja edeltdvd péittely osoittaa, ettd piste zy on funktion f napa,
jonka kertaluku on k. O

8.4. Oleellisista erikoispisteista

LAUSE 8.12 (Casorati ja Weierstrass). Olkoon zy punkteeratussa kiekossa B*(zo; 1)
analyyttisen funktion f oleellinen erikoispiste. Tdlldin kuvajoukko f(B*(zo;7)) on
tihed kompleksitason osajoukko, t.s.

f(B*(z;7)) = C.

TobisTus. Tehdéddn ANTITEESL f(B*(zg;7)) # C.
Olkoon w € C\ f(B*(zp;7)). Sulkeuma on suljettu joukko, joten on olemassa ¢ > 0

siten, ettd B(w;e) < C\f(B*(zo;7)). Siis B(w;e) n f(B*(20;7)) = &. Funktio
1
9(2) i= ——
e
on talloin analyyttinen punkteeratussa kiekossa B*(zg; 7). Lisdksi
1 1
= <
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joten g on rajoitettu. Riemannin jatkolauseen nojalla piste zp on funktion g pois-
tuva erikoispiste. Funktiolla g on télldin raja-arvo pisteessé zg, joten zy on funktion
1/g poistuva erikoispiste tai napa (lause [8.11)). Mutta télléin piste zg on funktion

1
fE) =wt
9(2)
erikoispiste, poistuva tai napa, miké on vastoin oletusta. U

HuomAuTUS. Casoratinﬂ ja Weierstrassin lausetta huomattavasti vahvempi tulos
on PICARDIN SUURI LAUSE: Jos zp on analyyttisen funktion f oleellinen erikoispiste,
niin jokaiselle r > 0 joukossa C\ f(B*(z;r)) on korkeintaan yksi piste.

PICARDIN PIENEN LAUSEEN nojalla kokonaiselle, ei-vakiofunktiolle f joukossa
C\f(C) on korkeintaan yksi piste.

LAUSE 8.13. Olkoon f: C — C kokonainen funktio. Tdlloin funktiolla

1
g(z) = f (;)
on origossa oleellinen erikoispiste tai f on polynoms.

TobisTus. Oletetaan, ettd f ei ole polynomi. Télloin funktion f Taylorin sarja
origon suhteen on muotoa

f(z) = 2 ap 2"

n=0

misséd a, # 0 ddarettoméan monelle n € N. Télloin funktiolla g on Laurentin sarja

0
g(Z) = Z bonz7",
n=0

missd b_,, = a,. Koska b_, # 0 &ddrettomén monelle n € N, on origo oleellinen
erikoispiste. O

8.5. Residylause

LAUSE 8.14 (Residylause). Olkoot D < C alue, E = {z1,...,z,} < D ddrellinen
joukko, f: D\E — C analyyttinen ja o alueen D sykli, jolle |o| n E = . Oletetaan,
ettd o on nollahomologinen alueen D suhteen. Tdalloin

§HOAC =271 Y, Res(f2) W),

HUOMAUTUKSIA ennen lauseen todistusta. Jos f on analyyttinen alueessa D (eli
erikoispisteiden joukko F olisi tyhja), olisi Cauchyn integraalilauseen sykleille (=lause
nojalla § f(¢)d¢ = 0. Samoin kévisi vaikka £ # (¢, mutta sykli ¢ olisi nollaho-
mologinen alueen D\FE suhteen. Residylause siis yleistdd Cauchyn integraalilauseen
tilanteeseen, missé alueessa D voi olla erikoispisteité.

2FELICE CASORATI (1835-1890), Italia. Casoratin ja Weierstrassin lause tunnetaan Venijilld
Sochockin lauseena; JULIAN KAROL SOCHOCKI (1842-1927), Puola/Neuvostoliitto. CHARLES EMILE
P1CARD (1856-1941), Ranska.
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Residylause voidaan "palauttaa” kahdella tavalla Cauchyn integraalilauseeseen.
Funktio f voidaan "korjata” alueessa D analyyttiseksi funktioksi, johon Cauchyn in-
tegraalilausetta voidaan soveltaa (tdssd funktiosta f poistetaan singulaariosat). Tai
sykli o voidaan “korjata” alueen D\ E suhteen nollahomologiseksi (téssé erikoispistei-
den ympiérille laitetaan pieni ympyrinkehd). Seuraavassa esitetddn molemmanlaiset
todistukset, ensin korjaamalla sykli o.

Residylauseen todistuksen merkinnét: Alueen D suhteen nollahomologinen sykli o;
erikoispisteiden joukko E = {z1, 22, 23, z4}; kuvan syklin o kierrosluvut W(o;z1) = 2,
W(o;22) = W(o;23) =1 ja W(o;2z4) = 0. Ympyrét y; kiertévét pisteet z; vastakkaiseen
suuntaan kuin o, ~y; kaksi kertaa, 9 ja 3 kerran.

RESIDYLAUSEEN TODISTUS. Jokaiselle j € {1,...,m} olkoon r; > 0 siten, ettd
B(z;;r;) < D, ja ettd kiekot B(z;;7;) ovat pareittain pistevieraita. Olkoon n; :=
W(o; z) ja;: [0,2n] — D,

—njit

vi(t) =z +rje

Kun z € C\D, on v; differentioituvasti silmukkahomotooppinen vakiopolun ¢ —

z; kanssa. Koska ¢ — C%z on holomorfinen alueessa D, kun z ¢ D, on lauseen

(Cauchyn integraalilause, versio differentioituva silmukkahomotopia) nojalla

W(v;; 2) 27TZ§C = 0.

Jos taas z = zx, on

0, jos k # 7, ja
W(%‘;Zk) = {

—nyg, josj=k.
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Olkoon G := (0,71, ..,vm). Talloin syklin o nollahomologisuusoletuksen nojalla

kaikille z € C\(D\E) saadaan

IR

<
Il
_

W(a;2) =W(o;2) + ) W(y;;2) =0, kunz¢ D, ja

W(o;2) =W(o;2)+ ) W(yj52) =np—npg =0, kunz=z€FE.

IR

Il
—

J

Sykli & on siis nollahomologinen alueen D\ E suhteen. Cauchyn integraalilauseen m
nojalla (muista myos mééritelmén |8.3] jalkeinen huomautus)

—§ 70 = o)+ ijm ¢ = (¢ dc + Z iy 2 Res(f; ).

I

Viite seuraa tasta. U
VAIHTOEHTOINEN TODISTUS RESIDYLAUSEELLE. Jokaiselle j € {1,...,m} esite-
téén funktio f pisteen z; ympéristdsséd Laurentin sarjansa avulla,
w .
f(z)= > a? (z—z)"
n=—o
Jokaiselle j € {1,...,m} olkoon S; funktion f singulaariosa pisteen z; ympéris-

tossa,
—1

Sj(z) = Z a) (z — zi)".

n=—0o

- Z S;(z)

on jokaisessa pisteessé z; poistuva erikoispiste, joten se méarittelee analyyttisen funk-
tion joukkoon D. On hyvd muistaa, ettd eristettyyn pisteeseen z; liittévé sarja sup-
penee joukossa C\{z;}. Erityisesti sarja suppenee tasaisesti syklin o jiljelld. Cauchyn
integraalilauseen [6.16] nojalla

Télloin funktiolla g,

~§ 1 dc - iggsxo ¢
~§sc)dc - iﬁZ@“ (€ z)d¢
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_ o f L
~§ 1) dc ;a_lgfg_zjdc

— §f(§) ¢ — Z Res(f;z;) 2miW(o; 2;).

Residylauseen viitetty kaava seuraa tésta. 0
Seuraava tulos antaa monen rationaalifunktion integrointiin sopivan avun:

LAUSE 8.15. Olkoot S < C alue, joka sisdltid ylemmdn suljetun puolitason T :=
{ze C|Im(z) = 0}, E = S adarellinen, jolle EnR = & ja f: S\E — C holomorfinen.
Olkoot yr(t) := Re't, kun 0 <t <7, ja EnT = {z1,...,2,}. Jos ehto

(%) lim J f(2)dz =0,
B> Jyp
toteutuu, on
R n
I%liréo f(x)dxr = 2%@}2&2 f(2)

TobisTus jéatetddn lukijan tehtédviksi. Todetaan kuitenkin, etta jos
P(z
fla) = 2L

Q(z)
missd P ja @) ovat polynomeja ja deg @) > deg P + 2, niin ehto (x) toteutuu.

Olkoot n := deg P, m := deg@Q, P(z) = a, 2" + @ 12" '+ -+ a1z + ag ja
Q(2) = by 2™ 4 b1 2™ + - + by 2 + by. Téll6in a,, # 0 ja by, # 0.

Talloin on olemassa R > 0 siten, ettd

|P(2)] < 2lan| 2] ja  L|bn||2|" <|Q(2)| kaikille z € C, joille |z| = R.

Néiden epéayhtéloiden avulla saadaan

P 2 |ay| =™
f f()d <J PEI <J 2anl " )
TR YR |Q<Z)| YR 2 |bm’ |Z|m
day| .- AT |an| 0 aq
— Rn m€<rYR) — Rn m+
[ 1

Koska tédssa n —m + 1 < 0, viite seuraa.

ESIMERKKI 8.16. Jatketaan esimerkkié [8.10l Olkoon
2
f(z):

oz
B P

Funtiolla f on navat pisteissi z = a; 1= e!™4H727¥/4 i e {0,1,2, 3}, eli

kun 2* # —1.

ap =€t ay=iay, a=ia =—ay ja as=1ias = —iag.

Esimerkin laskun perusteella
1
R Ta;) = —.
es(fi) = 7o

Olkoot R > 1 ja g puoliympyrén {z € C | |z| = R, Im(z) > 0} kaari.
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ay Qo YR

—R -1 1 R

Lauseen nojalla (huomaa: f = P/Q ja deg@ = deg P + 2)

R - 1 1
lim f(m)dx:27riZResf( ):27ri(—+ ):—.

R—w )_p =0 zZ=aj 4@0 4ia0
ESIMERKKI 8.17. Lasketaan

0 26
———dx.
| e

Olkoon f(z) := m Talloin f on holomorfinen joukossa C\{—i,i}, ja piste

z = 1 on sen ainoa, nelinkertainen napa ylemmaésséd puolitasossa. Koska nimittédjan
aste on kahdeksan ja osoittajan kuusi, on edellisen lauseen nojalla

00 .7;6 '
foo mdw =271 E{S?f(z)

Residyn méadraamiseksi esitetddn f(z) muodossa (yksinkertaisuuden vuoksi mer-
kitddn w := z — 1)
2® (z—i+1)° (w +1)°

f@):(z—@“z+w4:(2—04@ﬁ+2—@4:Uﬂ@”H1+%¥

o 30D 6 - 50 e

Kohdassa () on kédytetty binomisarjaa

= S S S S
L4 ) — n_q 2 34 ... L
(1+2) 1;](”),2 +sz+<2)z +(3)z+ +(n>z+ ,

missd binomikertoimet ovat (2) = 5(5—1)(5—231-!-'(5—@—1)).

Esitetééin vield 26 = (w + 4)® binomikaavan avulla

o= § (G

Kun saatuihin esityksiin kédytetdin sarjojen Cauchyn tulosdéantoa

0 0 0
St bt = 3wyt
k=0 n=0

=0 k+n=l
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missd ag = (2) % kun k < 6, ja a, := 0, kun k > 6, ja b, kuten f(z)m sarjassa,
saadaan
1< 54\ 1
f(z) = — ap wk ( ) "
(20)% kz—o T;O n ) (2i)"
1 6) 6—k (_4> 1 k+n—4
= — 1 —w
(21)% ;)k;-l (l{: n ) (2i)"
k<6
Saadusta sarjaesityksesté residyn laskemiseksi tarvitaan termin (z —4)™! = w™!
kerroin eli tarvitaan sisempi summa, jossa k +n —4 = —1. Siisl =k +n =3 ja
1 6 —4 1 51
Res f(2) = 57 Z ()i6k( ) S == o
2= (20)* , &~ \k n ) (2i) 2

Etsitty integraali on néin ollen

» 20 , 51

Tassé tapauksessa laskennallisesti helpompi tapa olisi ehké ollut seuraava: Asete-
taan g(z) := (z —i)* f(2) = 2%/(z +4)*, jolloin (huomautus
1 1202 360z*  3602°  1202°

MY = ... = — N ¥
];{SZsf(Z) =59 (1) = (2 +i)4 (z + i)5 " (z + i)G (2 +i)7 z=i

—%

3!

My®s sinin ja kosinin rationaalifunktioiden integrointi onnistuu residylauseen avul-
la:

LAUSE 8.18. Olkoon R = R(s,c) kahden muuttujan rationaalifunktio. Asetetaan

f(2) = R(
kun oikean puolen lauseke on mddritelty.
Olkoon ~(t) := €', kun t € [0, 27].
Oletetaan, ettd funktiolla f ei ole napoja origokeskiselld yksikkoympyrdn kehdlld.
Talloin

221 22—1—1)
292z 2z )’

J% R(sint, cost)dt = /) dz = 211 Z Res /)

1z
0 ) la|<1
TopisTus. Kun () = ¢!, on
ey ()2 -1 () +1
Y(t) =iv(t), ~——— =sint ja -———— = cost.
2iv(t) 29(t)
Viite seuraa residylauseesta. Yksityiskohdat jatetddn lukijan selvitettaviksi. O

Lisda residylauseen sovelluksia erityyppisten integraalien méardamiseen 16ytyy
kirjoista: Freitag & Busam [7), §II1.7], Dieudonné [5, §VIIL.5], Lang [11], §VI.2] ja
Wegert [19] §4.5].



LUKU 9

Paattymattomat tulot

9.1. Gamma-funktio

MAARITELMA 9.1. Gamma-funktio I méaaritelldén kompleksiluvuille z, joille Re(z) >
0, kaavalla
0
['(z) := f t=tetdt;
0
tassa 271 = e(*=D 108t 35 Jog t on positiivisen reaaliluvun luonnollinen logaritmi.

HuoMmAuTUs 9.2. Gamma-funktion méérittelevé integraali on epéoleellinen pis-
teessd t = 0, jos Re(z) < 1, ja my0s adrettomyydessé. Palautetaan mieleen, ettéd jat-
kuvalle funktiolle f: (0,00) — C epdoleellinen Riemann-integraali §; f(t)dt suppenee
(tai f on epdaoleellisesti integroituva), jos raja-arvot

1 b
lir&f f(t)dt ja lim J f(t)dt
ovat olemassa; télloin epéoleellisen integraalin So t) dt arvo kyseisten raja-arvojen

summa. Vastaavasti epdoleellinen Riemann- mtegmalz So t)dt suppenee itseisesti,
jos epéoleellinen integraali So | f(t)| dt suppenee. Koska ei- negat11v1selle funktiolle on

1 b
limJ |f(t)dt] = sup f |f(t)dt] ja limf |f(®)|dt = sup f |f(t)] dt,
a—0+ ae(0,1) b—w Jy be(1,00)

suppenee epéoleellinen integraali So t) dt itseisesti, jos ja vain jos on olemassa vakio
C siten, ettd

1 b
J |f(t)dt| < C kaikille a € (0,1) ja J |f(t)]dt < C kaikille b e (1, 00).
a 1

LAUSE 9.3. Gamma-funktion mddrittelevi integraali I'(z) = S t*~Letdt suppe-
nee itseisesti puolitasossa Re(z) > 0. Gamma-funktio I': {z € (C | Re(z) > 0} — C on
analyytinen funktio, ja sen derivaatoille on voimassa

00]
I (z) = f 7 (logt)* e tadt, keZ,.
0

Wiimeksi muutettu 2.4.2020.

2Gamma-funktion on ensimméisend ottanut kayttoon LEONHARD EULER 1729. Hén méarit-
teli gamma-funktion integraalina kuten téssikin on tehty. Nimen ja nykyisen merkinnidn gamma-
funktiolle antoi ADRIEN-MARIE LEGENDRE 1811. Gamma-funktion esitys tulona kompleksimuuttu-
jan funktiona on periisin CARL FRIEDRICH GAUSSILTA 1811 (lauseen raja-arvoversio). KARL
WEIERTRASS kéytti Gamma-funktiota padttyméittoméand tulona (seurauksen esitys). Padtty-

mittomén tulon kdyton etuna on, ettéd sen avulla gamma-funktio voidaan suoraan méadritelld jou-
kossa C\{0,—1,—-2,-3,...}.

40
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ToDISTUS. Kun z =z + iy, on |t* te | =¢""1e
Kiinnitetddn xy > 0. T&lloin on olemassa vakio C' siten, etté
"1 < Ce'?  kaikille € (0, 7] ja kaikille ¢ € [1, ).

Majoranttiperiaatteen avulla tésté seuraa helposti epéoleellisen integraalin

o0
f t*Le tdt
1

1
f 7 le tdt
0

itseinen suppeneminen seuraa epiyht#losti |27t e™| < t*71 kun ¢ > 0, ja siitd, etti
epéoleellinen integraali
1
f t dt
0

suppenee tasmaélleen silloin, kun s > —1.
Gamma-funktion analyyttisyyden osoittamiseksi olkoot f(t,2) := t*~'e~* kun
Re(z) > 0 jate (0,0), ja

ful(z) = J:; f(t,z)dt, kun Re(z) >0janeZ,.

itseinen suppeneminen.
Epéoleellisen integraalin

Koska f ja sen derivaatta %: (t,2z) — t*7! logt e ovat jatkuvia joukossa {(, z) |
t € (0,0), Re(z) > 0} ja integrointivéli [, n] on kompakti, saadaan tavanomai-
sesta parametrista riippuvan integraalin derivointilauseesta [5.3} f,, on kompleksisesti
differentioituva ja

"0
fi(z) = f / Ly

Funktiot f, ovat siis analyyttisia.

Edellisten epéyhtéloiden avulla voidaan osoittaa (HT), ettd funktiojono (f,)r_,
suppenee lokaalisti tasaisesti kohti gamma-funktiota. Nain ollen gamma-funktio on
analyyttinen (lause [7.§).

Soveltamalla parametrista riippuvan integraalin derivointilausetta k kertaa, saa-

daan
n

B (2) = f ! (logt)" et dt.

1/n
Edellisten epéayhtdloiden avulla ndhdain, ettd rajalla n — oo saatava epéoleellinen
integraali suppenee itseisesti, joten gamma-funktion derivaattoja koskeva viite seuraa
ylla olevasta kaavasta, kun n — 0. O

Suoraan gamma-funktion mééritelmésta saadaan

o b

Ir'a) = f etdt=1lim| —e'=1.
0 b—0 |0

Osittaisintegroinilla (HT) saadaan gamma-funktion toteuttama funktionaaliyhtilo

I'(z+1) = 2zI'(2), kun Re(z) > 0.
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Erityisesti kaikille n € Z, n = 0, on
I'(n+1)=nl!.

Kun gamma-funktion toteuttamaa funktionaaliyhtidlod kéytetdan n + 1 kertaa,
saadaan puolitasossa Re(z) > 0

(9.1) I'(z) =

Kaavassa (9.1) tarkedd on se, ettd sen oikean puolen lauseke on muuttujan z
analyyttinen funktio joukossa {z € C | Re(z) > —(n+ 1) ja z ¢ {0, —1,—2,..., —n}},
joka laajempi kuin vasemmalla puolella olevan gamma-funktion méarittelyjoukko.

Fz4+n+1)
2(z+1) - (z2+n)

LAUSE 9.4. Gamma-funktiolla on yksikdsitteinen analyyttinen laajennus joukkoon
C\S, missd S :={0,—1,-2,...}.
Kaikille z € C\S gamma-funktio toteuttaa funktionaaliyhtilon

(9.2) ['(z+1) ==20(z).
Gamma-funktiolla on jokaisessa pisteessd z = —n € S yksinkertainen napa; ndissd
pisteissa on
_1)"
(9.3) Res I'(2) = ( ‘) :
zZ=—n n:

TobisTtus. Kaavan ({9.1)) oikea puoli méérittelee analyyttisen laajennuksen jouk-
koon Re(z) > —(n + 1) ja z ¢ {0,—1,—2,...,—n}. Laajennuksen yksikasitteisyys
seuraa aiemmin todistetusta lauseesta [7.23]

Residyja koskeva viite seuraa kaavasta ((9.1):

Res T(z) = lim (2 +n)(2) = lim (2 +n) - (erle;r.T.L.jEzll n)

_ r) _ oy .
(—m) (—n+1) ---(—1) n!
LAUSE 9.5 (Gamma-funktion yksikéisitteisyyslauseﬁ HeELMuT WIELANDT, 1939).
Olkoot V :={x+iy|x€[1,2), ye R}, D < C alue siten, etti D >V, ja f: D — C
analyyttinen funktio, jolla on ominaisuudet

(i) f on rajoitettu joukossa V;
(ii) f toteuttaa funktionaaliyhtdlon

fz+1)=2f(2), kunzeD jaz+1€eD.
Talloin f(z) = f(1)T'(2) kaikille z € D.

TobisTus. Funktionaaliyhtélon f(z + 1) = z f(z) avulla f voidaan laajentaa
pisteille w = z+ 1 € C, joille Re(w) € [2, 3). Toistamalla tétd f saadaan méaaritellyksi
alueeseen, joka sisiltéaé puolitason Re(z) = 1.

3Gamma-funktion yksikiisitteisyyskarakterisointi on yllittivin uusi tulos. Reaalianalyysipohjai-
nen tulos on perdisin HARALD AUGUST BOHRILTA (1887-1951), Tanska, ja JOHANNES MOLLERU-
PILTA (1872-1937), Tanska, vuodelta 1922 (funktionaaliyhtils ja x — log f(x) on konveksi; katso
kirjan [3] osan II/1 kohdasta §4.14.b). HELMUT WIELANDT (1910-2001), Saksa.
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Kuten gamma-funktiolle oletuksena olevasta funktionaaliyht&losté saadaan f(z) =
f(z 4+ 1)/z, jonka avulla f saadaan mééaritellyksi pisteille z # 0, joille Re(z) € [0, 1).
Toistamalla funktionaaliyhtdlod saadaan

flz+n+1)
(9.4) /) z(z4+1) - (z4+n)’
kun z ¢ {0,—1,—2,..., —n}. Tdméin nojalla funktiolle f saadaan analyyttinen laajen-
nus joukkoon C\S, missd S := {0,—1,—2,...}. Lisdksi laajennus f toteuttaa saman
funktionaaliyht#lon joukossa C\S.

Yhtalosta saadaan samalla tavalla kuin gamma-funktiolle: pisteet z = —n €
S ovat funktion f yksinkertaisia napoja ja niissé on

Res () = ) p0),

Asetetaan h(z) := f(z)— f(1)I'(z). Koska funktioilla f ja f(1) " on samat residyt
navoissa, erotus h on analyyttinen koko kompleksitasossa. Koska funktiot f ja T’
toteuttavat samanlaisen funktionaaliyhtdlon, myos h toteuttaa funktionaaliyhtélon
h(z + 1) = zh(z). Koska h(1) = 0, viite seuraa, jos voidaan osoittaa, ettd h on
rajoitettu. (Muista Liouvillen lause.)

Koska f ja I' ovat rajoitettuja joukossa Vﬁ on h rajoitettu joukossa V. Kun
z =2x+1iy, x € [0,1) ja |yl = 1, on z + 1 € V ja funktionaaliyhtidlon nojalla
|h(z)| = |h(z + 1)|/]z] < |h(z + 1)|. Téastd seuraa, ettd h on rajoitettu joukossa
{x+iy|xe|0,1), ly| = 1}. Koska analyyttiseni h on jatkuva kompaktissa joukossa
{x+iy|xe€[0,1], |y| < 1}, on h rajoitettu joukossa {z +iy | x € [0,1)}. Toistamalla
tata padttelyd todetaan, ettd h on rajoitettu jokaisessa joukossa {z+iy | z € [—n,2)},
n € Z,. Tamé ei kuitenkaan vield riitd Liouvillen lauseen kéayttoon.

Kun asetetaan H: C — C,

H(z) :=h(z) h(1 — 2),
saadaan koko kompleksitasossa analyyttinen funktio, joka funktionaaliyhtélon h(z +
1) = z h(z) nojalla toteuttaa ehdon
H(z+1)=—H(z).

Funktio H on rajoitettu joukossa {z + iy | x € [0,1)}, joten H on rajoitettu koko
kompleksitasossa. Liouvillen lauseen nojalla H on vakio. Koska H(1) = 0, on H = 0.
Téasta seuraa, ettd h = 0. U

Avoimen joukon G osajoukko E on diskreetti, jos joukolla E ei ole joukkoon G
kuuluvaa kasautumispistetta.

MAARITELMA 9.6. Funktio f on meromorfinen avoimessa joukossa G, jos on ole-
massa diskreetti joukko E' < G siten, ettd f|q g on analyyttinen ja jokainen e € E on
funktion f napa.

Gamma-funktio on siis koko kompleksitasossa meromorfinen. Sen napojen joukko
on £ ={0,—1,-2,...}, ja jokaisessa pisteessd z € F gamma-funktiolla on yksinker-
tainen napa.

4Gamma-funktion rajoittuneisuus joukossa V seuraa epiyhtilsisti [[(z)| < SSC tr~le tdt <
§oetdt+{Ptetdt <1+T(2).
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9.2. Paattymittomit tulot

Polynomi, jolla on annetut nollakohdat, on helppo mé&éaraté: jos polynomin nol-
lakohdiksi halutaan luvut s; € C, j € {1,...,n}, halutuksi polynomiksi kéy p(z) :=
(z—s1)(2—52) - - - (2—$,). Vastaava ongelma muunlaisille funktioille kuin polynomeille
on ongelmallisempi. Esimerkiksi sinilld on ddreton méaéra nollakohtia, joten vastaava
tuloesitys olisi padttyméaton tulo. Helpoinkaan tapa padttyméattomien tulojen késit-
telemiseksi ei ole ongelmaton. Jos asetettaisiin

0 0
H bj := exp <Z log bj> ,
j=1 j=1

olisi tulo mielekés, vaikka jokin b; = 0, mutta vastaava logaritmi ei. Liséksi logaritmin
maédrittely ei ole ongelmaton. Jotta logaritmien muodostama sarja suppenisi, tulee olla
logb; — 0, kun j — o0, jolloin b; — 1. Tall6in on olemassa N € Z, siten, etté |b;—1| <
1, kun j > N. Kun nyt j > N, on b; # 0 ja logaritmien laskemiseen voidaan kiyttaa
logaritmin padhaaraa. Tulon suppeneminen voitaisiin mééritella sarjan Zf: N1 Logb;

suppenemisen avulla ja asettaa ]_[;Ozl b; = vazl bj - exp (Z;O: N41 Log bj)
Asetetaan a; := b; —1, jolloin b; = 1+a;, ja ehto b; — 1 on yhtéapitavé ehdon a; —
0 kanssa. Tyydytdéan edelld hahmoteltua hieman rajoitetumpaan tulon késitteeseen.

Tarkastellaan vain itseisesti suppenevia tuloja.
Kun z ~ 0, on Log(1 + z) ~ z. Tarkemmin: logaritmin pddhaaralle on voimassa

(9.5) Lzl < |Log(1+2)| < 22|, kun|z[ <1

Erityisesti ; |a;] < | Log(1+a;)| < 2|a;], kun j on riittévén suuri. Siis sarja Y, Log(1+
a;) suppenee itseisesti, jos ja vain jos sarja ; @ suppenee itseisesti. Asetetaan

MAARITELMA 9.7. Olkoot (a]) 1 kompleksilukujono. Sanotaan, ettéa padttymdatin
tulo ]_[ (14 a;) suppenee itseisesti, jos sarja Zj:1 la;| suppenee.
Kun N € Z valitaan niin, ettd |a;| < 1 kaikille j > N, asetetaan

0 N s
1+a;): 1_[ + a;) exp< Z Log(1 + aj)>.
j=1 j=1 J=N+1

HUOMAUTUKSIA 9.8. a) Tulon (itseisen) suppenemisen kisite ei vastaa téiysin
suoraviivaisesti sarjan (itseistd) suppenemista. Vaikka raja-arvo lim,,_,. HJ 17 =
lim,, o0 -7 = 0 on olemassa ja adrellinen, tulo ei suppene itseisesti, koska jonon termit

eivit lahesty lukua 1. Téssé tilantessa Log 4 i S 0 ja Log X ;= —o, kun j — oo.

b) Kun tulo H;O:I(l + a;) suppenee itseisesti, voi tulo olla nolla vain, jos jokin
tulon tekija on nolla. (Muista: kun sarja Zjoz ~+1 Log(1l + a;) suppenee itseisesti, sen
summa on jokin kompleksiluku s, jolloin e® # 0. Siis H;’;l(l + a;) = 0 vain, jos jokin
tekijd 1 + a; = 0, missd j < N.)

¢) Mééritelmén antama arvo tulolle H (14 a;) on riippumaton luvun N valin-
nasta. Madritelmé on néin ollen hyvin asetettu
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ESIMERKKI 9.9. Kun z € C, sarja Z;OZ

ninen sarja anl # suppenee), joten tulo

52 .. . U
| =3 suppenee itseisesti (muista: yliharmo-

2

e =T 1(1-3)

n=1

suppenee itseisesti. Tulon médrittelemélle funktiolle on f(n) = 0, kun n € Z, n # 0.
Tulon mééarittelemé funktio on seuraavan lauseen nojalla analyyttinen.

LEMMA 9.10. Olkoot C < C kompakti joukko, F: C — C jatkuva funktio ja
(sn)>_, jono funktioita s,,: A — C, joka suppenee tasaisesti joukossa A kohti funktiota
s: A — C. Oletetaan, etti s,(A) < C kaikille n € Z,.

Talloin funktiojono (F o s,)_, suppenee tasaisesti joukossa A kohti funktiota
Fos: A—C.

TobpisTUus. Koska tasaisesta suppenemisesta seuraa pisteittdinen suppeneminen
ja s,(x) € O kaikille z € A jan € Z,, on s(z) = lim,_ s,(x) € C = C. Funktio Fos
on siis hyvin mééritelty.

Koska kompaktissa joukossa jatkuva funktio on tasaisesti jatkuva, on jokaiselle
e > 0 olemassa ¢ > 0 siten, etté

|F(z) — F(2")] <e kaikille z € C ja 2’ € C, joille |z — 2’| < 4.

0

©_, tasaisen suppenemisen nojalla on olemassa N € Z, siten, ettd

Jonon (s,)
lsn(z) — s(x)] <6 kaikille z € A jan e Z,, joillen > N.

Talloin |F(s,(z)) — F(s(z))| < € kaikille z € A jan € Z;, joille n = N. O

LAUSE 9.11. Olkoon (fj)j»ozl jono analyyttisid funktioita avoimessa joukossa G.
Oletetaan, ettd sarja Zj’;l |fi| suppenee lokaalisti tasaisesti joukossa G. Talldin tulo
o0
f(2) =10+ £;(2))
j=1
suppenee lokaalisti tasaisesti joukossa G ja sen mdadrittelemd funktio f: G — C on
analyyttinen.

TobisTus. Olkoon K < G kompakti joukko. Tilloin sarja Zj’;l |fj| suppenee
tasaisesti joukossa K. Erityisesti f;(z) — 0 tasaisesti joukossa K, kun j — co. Téll6in
on olemassa N € Z, siten, ettd |f;(z)| < 3 kaikille z € K, kun j > N.

Hajotetaan f(z):n tulo kuten paattyméttoman tulon mééritelmassa:

N 0
1) =TT+ £z -exp( Y Log(+ f(2).
j=1 j=N+1

Epédyhtalon (9.5) nojalla sarja Z;O:N +1Log(1 + fj(2)) suppenee tasaisesti jou-
kossa K. Olkoon s,(z) := >y, Log(l + f;(2)), jolloin s(2) := lim, o sn(2) =
Z;’;NH Log(1 + f;(2)). Siis jono (s,);_; suppenee tasaisesti joukossa K kohti funk-
tiota s. Koska jokainen s, on jatkuva, on myos s jatkuva. Koska K on kompakti, on
s(K') kompakti. Tasaisen suppenemisen nojalla on olemassa kompakti joukko C' siten,
ettd s,(z) € C kaikille z€ K jane Z,.
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Koska eksponenttifunktio on jatkuva funktio C' — C, on edellisen lemman no-
jalla exp(s,(z)) — exp(s(z)) tasaisesti joukossa K, kun n — oco. Padttyméton tulo
]_[;.ozl(l + f;(2)) suppenee siis tasaisesti joukossa K.

Koska jokainen funktio

z H(l + £i(2)) - exp(sn(2))

on analyyttinen, viimeinen viite seuraa lauseesta [7.8] O

HuomAauTus 9.12 (Logaritminen derivointi). Weierstrassin M-testin nojalla
sarja Zj’;l |f;| suppenee lokaalisti tasaisesti joukossa G, jos jokaiselle kompaktille
joukolle K = G on olemassa lukujono (M;(K))52, siten, ettd |f;(z)| < M;(K) kaikille
z€ K ja j € Z, jasarja Zoc_l M;(K) suppenee.

Kun f(z) := HJ (14 fi(2)) ja f el havid identtisesti, on

F7H0) = {ze G| f(z) =0} = U{zeG\ 1+ fi(2) = 0}.
Lisiiksi jokaiselle z ¢ f~1(0) on voimassa ns. logaritminen derivointi

f’z o /
f(2) Z +fj

ja oikean puolen sarja suppenee lokaalisti tasaisesti joukossa G\ f~1(0).

PERUSTELU: Voidaan olettaa, etti K = B(zo;7), missi zp € G jar > 0.
Valitaan N € Z. niin, ettd |f;(z)| < 5 kaikille z € K, kun j > N. Télléin

o N ®
=10+ 50 = [0+ £ -ep( ] Tog(1 + 1)),

missé esiintyvi sarja suppenee tasaisesti joukossa K (epdyhtédlon (9.5) perusteella
logaritmisarjalla on majoranttina suppeneva sarja .2, 2[fj(z)] < Y2, M;(K)).
Lauseen nojalla sarjan summan derivaatta voidaan laskea termeittdin derivoi-
malla (ja termeittdin derivoimalla saatu sarja suppenee tasaisesti joukossa K). Jos

g(z) = exp( i Log(1 + fj(z))>,

j=N+1

on ¢'(z) = g(2) Z;O:N ) %, ja tulon derivointisdénnon avulla tulosta f(z) =

9(2) H;-Vzl(l + fi(2)) saadaan

f'(2) g’z E fiz)
f(2) (2) +Z1+f; 211+fj(z>'
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9.3. Gamma-funktion tuloesitys
Palataan gamma-funktion tarkasteluun. Koska pisteet z = —n € {0,—1,-2,...}
ovat gamma-funktion napoja, ovat ndmé pisteet funktion z — ﬁ nollakohtia. Funk-

tion 1/I" voisi siis ajatella kilyttdytyvin kuin padttyméton tulo z [, (1 - %) Tamé
tulo ei kuitenkaan suppene itseisesti. Pienelld korjauksella kuitenkin saadaan gamma-
funktioon ldheisesti liittyvé itseisesti suppeneva paittyméaton tulo.

S ()

suppenee lokaalisti normaalisti koko kompleksitasossa.

LEMMA 9.13. Sarja

Tobistus. Taylorin kehitelmén nojallaﬂ
Flw)i=(1+w)e™—1= —“’7 + R(w),

missi R(w) = 3 U2 7 (tw) w db. Téissi f"(tw) = (2 — tw) e,
Kun R > 0, on olemassa vakio Cy siten, etté

(1+w)e™ — 1| < Crlw* kaikille w € C, joille |w| < R.

Kun |z| < R, on |z/n| < R kaikille n € Z,, joten

2 1
’(1 + f) e~#m — 1‘ < CR|3‘ =CrR* ;.
' n n

Koska yliharmoninen sarja Zf;l n% suppenee, suppenee viitetty sarja tasaisesti kie-

kossa {z € C | |z| < R} Weierstrassin M-testin nojalla. O
SEURAUS 9.14. Pddattymdton tulo

H(z) = ﬁ<1 £ o)

n=1

mddrittelee kokonaisen analyyttisen funktion H, jolla on ominaisuus
H(2)=0 < 2z€Z jaz<0. O
Gamma-funktiolle saadaan toisenkinlainen téirkei tuloesitys. Olkoot(]
Yo i=1l4+3+5+---++—logn ja v:= lim , ~ 0.57721566490153286.

PSovella reaalimuuttujan funktioiden integraalijifinnostermisté Taylorin kehitelméi funktioon
g(t) = f(z0 +t(z — 20)) =

F(2) = f(20) + ['(20)(z = 20) + 51 f"(20)(z = 20)* + - + 2y FP7V (20)(z = 20)" " + Ry,
misséd R, = Sé (l(;i)f)_!l FP (2 +t (2 — 20)) (2 — 20)P dt.

6Luku ~v on ns. Eulerin (ja Mascheronin) vakio. LEONH. EULERO: De progressionibus harmonicis
observationes (1734) "Huius igitur quantitatis constantis C' valorem deteximus, quippe est C' =
0.577218.” LORENZO MASCHERONI: Adnotationes ad calculum integrale Euleri (1790). Kirjeesséisin
JOHANN BERNOULLILLE 1740 Euler antaa vakiolle likiarvon 0.57721566490153252, jonka Euler laski
sittemmin Eulerin ja Maclaurin summauskaavana tunnetulla menetelmélld. Merkintd  lienee 1830-
luvulta (CARL ANTON BRETSCHNEIDER 1835 ja AUGUSTUS DE MORGAN 1836~1842). Luvusta -y
ei vieldk#én tiedetd, onko se rationaalinen vai ei. Jonon (7,)°_; suppeneminen seuraa sarjateorian
integraalitestisté. https://en.wikipedia.org/wiki/Euler—-Mascheroni_constant
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LEMMA 9.15. Olkoon

Gn(2) = ze ?losn H(l + %)

k=1
Télloin
lim G, (z) = ze’* H(z).

n—00

Tobistus. Esitetddn G, (z) muodossa
Gn 2) = zez(1+1/2+---+1/nflogn) (1 + E) efz/k.
(2) ][[1 ’

Vaite seuraa tasta. O

SEURAUS 9.16. Funktio G(z) := lim, o, G,(2) = z€7* H(z) on analyyttinen koko
kompleksitasossa, ja silli on yksinkertaiset nollakohdat joukon S = {0,—1,-2,...}
pisteissd; muita nollakohtia ei ole. 0

LAUSE 9.17 (Gamma-funktion tuloesitys; EULER 1729, GAuss 1811). Kaikille
z € C on voimassa

1 . nF
m = G(Z) = lim

n—ow nl
TobisTus. Viitteen oikean puoleinen yhtdsuuruus seuraa identiteetisti G, (z) =
nZz(z+1)- (2+n), joka puolestaan seuraa, kun G, (z)mn tulon tekijit kirjoitetaan
muotoon 1 + £ = Z£ ja sievennetdéin. Ensimméistd yhtdsuuruutta I'(z) = 1/G(z)

varten kédytetddin Wielandtin lausetta 9.5
Osoitetaan, etta funktiolla 1/G on lauseen mukaiset ominaisuudet.

(i): Funktio 1/G on rajoitettu joukossa V = {z + iy | x € [1,2), y € R}, miki
seuraa, kun osoitetaan, ettd G(z) = m jollekin positiiviselle vakiolle m.
KunneZ,, ke{l,2,....,.n}jaz=x+iyeV, on

z(z+1)---(z+n).

In*l=n"" ja |z4+kl=z+Ek.

—XT —XT

Saadaan
Ga(2)l = = [al [z + 1]z 4l > Sra (@ + 1)+ (2 4+ 1) = Gala).

Koska vililld [1,2], on Gy, (z) > 0, on G(z) = lim,, ., Gy (z) = 0. Seurauksen [9.16]
nojalla G on kompaktilla valilla [1, 2] vélilld jatkuva ja nollasta eroava. Siis funktion
G pienin arvo m vililld [1, 2] on aidosti positiivinen.

(ii): Funktiolle G,, on

1
cG(z+1) = TG,
n
Viitetty funktionaaliyhtélo seuraa tastd, kun n — oo.
Koska Gy (1) = 5 [Ti (1 +3) =1+, on 1/G(1) = 1. 0

SEURAUS 9.18.
I(z2) 1
— _r')/ JR— _|_
z

n=1

n(z+n)
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TobisTus. Gamma-funktion tuloesityksen nojalla

0

1 z vz z —z/n
e =ze"" H(z) =ze l:[l(l—i-E)e /m,
Kun f,(z):= (1+2)e ™ —1, on
ﬁ — 2t [+ ful2)

Lemman ja lauseen [9.11] nojalla téssé esiintyva padttyméaton tulo suppenee
lokaalisti tasaisesti koko kompleksitasossa. Huomatuksen [0.12Jnojalla tulon derivaatta
voidaan laskea logaritmisella derivoinnilla. Saadaan

I(z 1 /1 - '(z
“rp 1 (0 BT e)
z 2)\z — (2
Viite seuraa téstd, koska f;,(2)/(1 + fu(2)) = =5 O
Kun sijoitetaan z = 1, on I'(1) =1 ja >, ﬁ =1 (HT), joten saadaan
SEURAUS 9.19. T"(1) = —. O

Kuten lauseen todistuksessa funktioon h liitettiin funktio H, voidaan gamma-
funktioon liittaa
f(z):=T(z) (1 — 2).

Tamaéa funktio toteuttaa ehdon

flz+1) = =f(2).
Liséiksi funktiolla f on yksinkertainen napa jokaisessa pisteessi z = —n € Z, joissa

silld on residy
Res f(z) = lim (z4+n)[(2) (1 — 2) = (—=1)™.

Funktiolla

s
2 —>

sin(m z)
on vastaavat ominaisuudet. Osoitetaan

LAUSE 9.20 (LEONHARD EULER 1749). Kaikille z € C\Z on voimassa

T(z)T(1 - z2) = sinz; 5
TobisTus. Olkoon
h(z) :=T(2)T(1 - 2) — smfl 5

T#lloin h on koko kompleksitasossa analyyttinen funktio (samat navat ja residyt).
Gamma-funktion funktionaaliyhtélostd saadaan helposti h(—z) = —h(z). Kun Liou-
villen lauseen avulla osoitetaan, ettd h on vakio, viite seuraa.
Funktio h on rajoitettu joukossa {z + iy | x € [0,1], |y| = 1}. Koska joukko
{x+iy|2ze|0,1], ly| <1} on kompakti, on h rajoitettu joukossa {z+iy | x € [0, 1]}.
Funktiolle h on h(z + 1) = —h(z). Tdméan merkkié-vaille-jaksollisuuden nojalla h
on rajoitettu koko kompleksistasossa, 0



50

SlJOlttamalla z =3 edelhsen lauseen kaavaan saadaan F(%) = 7, josta edelleen

e dr = 250 et dt - P(3) = V7.

Gamma-funktion funktionaaliyhtélosta saadaan edelleen

SEURAUS 9.21. KunneZy, onT(n+3) = /7 Hz;é(k + 1) O

Lauseen nojalla (HT) G,,(z) G,(1—2z) = 2= > TT}_ (1— Z—z), josta saadaan

SEURAUS 9.22 (Sinin tuloesitys)

H:]S

( ) kaikille ze C. [0

Lauseen m ja sen jélkeisen huomautuksen (logaritminen derivointi) nojalla sinin
tuloesityksesta saadaanﬂ

SEURAUS 9.23 (Kotangentin osamurtokehitelmé).

1« 2z 1 1 1
7rcot(7rz)=—+2m=;+ Z (nﬁ—%) kun z ¢ Z. O
k=1

< keZ,k+#0

9.4. Riemannin zeeta-funktiosta

Riemannin zeeta-funktio ( méadritellidn kompleksitason pisteille s € C, joille
Re(s) > 1, sarjan summana
0
Z L
ns

Sarja suppenee lokaalisti tasaisesti puohtasossa Re(s) > 1 (majoranttisarjana yli-
harmoninen sarja). Riemannin zeeta-funktion yhteydessa kompleksista muuttujaa on
tapana merkitd s = o + it, missd 0 € R ja t € R. (Tapa on perdisin BERNHARD
RIEMANNILTA (1826-1866) ja EDMUND LANDAULTA (1877-1938). Reaalimuuttujan
funktiona zeeta-funktiota tutki jo LEONHARD EULER (1707-1783).)

Muotoa z — f(z)2°7! olevien funktioiden integraaleja merkitidin SZ flz)x® d?x
(kun (a,b) < (0,00)) tai §7 f(2) 2* & (kompleksinen kéyriintegraali) (syy t&hén ilmene
myohemmin kaytetyista muuttu3anva1hd01sta, dz/z on "skaalausinvariantti”). Naissi
esiintyvéa potenssi z° tarkoittaa aina kompleksisen potenssifunktion pédédhaaraa eli z° =
exp(s Log(z)), kun z € C\{0} ja s € C. On hyva muistaa, ettd potenssifunktio z — 2*
on holomorfinen alueessa C\(—0,0], ja ettd logaritmin padhaara z — Log(z) =
In|z| + 7 Arg(z) on epéjatkuva negatiivisen z-akselin pisteissa.

9.4.1. Zeeta-funktion tuloesitys. Palautetaan mieleen Eratostheneen seula al-
kulukujen météiréiétmiseksiﬁ Kirjoitetaan kaikki positiiviset kokonaisluvut aloittaen lu-
vusta kaksi. Poistetaan kaikki luvun p := 2 aidot monikerrat (2p = 4, 3p = 6, 4p = 8,
5p = 10 jne). Poimitaan listan alkuun jéényt lukua p suurempi luku ja nimetéén se
luvuksi p (toisella kierroksella siis p := 3). Poistetaan kaikki luvun p aidot monikerrat
(toisella kierroksella siis 2p = 6, 3p = 9, 4p = 12, 5p = 15 jne). Toistetaan edellinen.

"Kun termi zf_izkz jaetaan osamurtoihin pitééi mukaan ottaa liséinnéiinen vakio, jotta syntyvét
. .. . . . 1
sarjat suppenisivat itseisesti: 22 k2 = = k + Z+k == k + = + — ( 7 + =

8Katso Wikipedian animaatio: https://fi.wikipedia. org/wnkl/Eratostheneen seula
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LAUSE 9.24 (Zeeta-funktion tuloesitys). Olkoon (p;)7~, alkulukujen muodostama
kasvava jono. Tdlloin kaikille s € C, joille Re(s ) > 1, on voimassa

fI

TobisTus. Lasketaan aluk51 tulo
1 = 1 1 1 1 1 1
1_ _> _ T DU S
( 5 ) ¢(5) HZ_; Z 2n T N T n
Seuraavaksi kerrotaan saatu tulo tekijéllléi 1 - i:
1 1 1 1 1
-3 (- e 8
( 25 Z ns Z 377, 75 + + 135 + Z ns

Toistetaan edellinen tekuoﬂle 1— F’ ke{3,...,j}
k

1 1 1 1
pj pj""l 2tn, 3fn, n
i

Koska sarja > # suppenee lokaalisti normaalisti puolitasossa Re(s) > 1, sen
jadnnostermi > # — 0 lokaalisti normaalisti puolitasossa Re(s) > 1, kun N — .

Siis .
1 1 1
(-2 (- o=l £ 2o
2 pj J+1 n=pj+1 n
kun 57 — oo. Viite seuraa tasté. U

Toinen tavallinen tapa kisitelld tuloesitys 16ytyy Freitagin ja Busamin kirjasta [7,
§VIL.4].

SEURAUS 9.25. Kaikille s € C, joille Re(s) > 1, on voimassa ((s) # 0. O

9.4.2. Zeeta-funktion jatkaminen meromorfifunktioksi. Zeeta-funktion tar-
kasteluissa tdrked apu on sen yhteys gamma-funktioon.
Jatkossa kédytetddn seuraavia merkintoja

o= [ 5B = [ e )= gtnt = [

0 e —1x =1z 0 e¢—1 =z

Seuraavassa osoitetaan, etté
© ot dx
() T <) = Gl9) = [ 7 o heun Re(s) >
(ii) funktio h on analyyt*(c)inen koko kompleksitasossa; ja
(iii) funktiolla g on joukossa C\({1,0} U {—2k + 1 | k € Z,}) lokaalisti tasaisesti
suppeneva esitys sarjana

11 1 1
- - B
96) = 77 " 55 T 2 22N 2k + s — 1

missd B; ovat Bernoullin luvut.
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(i): Kun Re(s) > 1, saadaan

e [
x n=1

f et dx J * ozt dx

= ' — = —.

g 1—e® x g -1z

Kohta (x) eli sarjan summauksen ja integroinnin jirjestyksen vaihdettavuus kaipaa
perustelun: Kun « > 0, on 0 < e™ < 1 ja geometrisen sarjan osasumman kaavan

. N _ —z_ ,—(N+1)z .
nojalla ", e™"% = “—=“———, joten
o0 N o~ (N+1)z
n=1 n=1 - ¢

8
s

9]

4

8

&Ub
w | B

|
iD=
S
8

D

3

8

glll)
s | B

/A

©eWNHT dy © e N dr
— " — = r° —
0 1l—e® x g e*—1 x
e Ne  dx * e N dy ° 1% dx * e N dy
= 7 — + 77— < — + z —
0 er—1 x s et —1 T o e —1 =z s et —1 T

M ° © 57! 57"
< J 2 2dr + e_N‘SJ Kla®Flde = —— 4 e NOgl ——
0 5 o—1 k—o

Kohdassa (T) on kidytetty epayhtaloitd e —1 > z ja e® — 1 > %xk, kun z > 0, ja

k € Z, on valittu niin, ettd k > 0. Olkoon ¢ > 0. Valitaan ensin § > 0 siten, etté
g < e. Téamén jilkeen valitaan N € Z, siten, ettd eV k! g < e. Kohdan (x)

yhtésuuruus seuraa téasta. U

(ii): Jokaiselle b > 1 funktio hy,

b dx
hb(S) IZJ —,

et —1 =z

on kokonainen parametrista riippuvan integraalin derivointilauseen [5.3|nojalla, ja kun
b — o0, on hy(s) — h(s) tasaisesti (HT), joten myos funktio

hSHf v
e _ ] g

on kokonainen (lause [7.8).

(iii): Funktion ¢ késittelemiseksi otetaan kdyttoon Bernoullin luvut By méaritte-
levé funktio. Kun 0 < |z] < 27, on (HT: kun n€ Z, n > 1, on By, 1 = 0)

z OOBk z = Bk
9.6 S P L 2k 2k
(9.6) e 1 kZ_Ok!Z 2+Z_:1(2k)!2
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Kun Re(s) > 1, on (huomaa: sarjan suppenemisside on 2, joten sarjan sum-
mauksen ja integroinnin jérjestys voidaan vaihtaa, seuraus [7.9))

g(s):JI Gl d_.CL’: 1£L'_Sd_$_f l J‘loo BQk 2k+s—1d_$
o 8 —1 0 T X 2® —(2k)! T

B +2 2k'2k+s—1

Holomorfisen funktion Cauchyn estimaatit (lause CAnl/5.19) voidaan Taylorin
sarjan kertoimien avulla esittdd muodossa: Kun ay, := By/k!, on
M(r)

rk 7

x| <

missé M (r) on funktion z — | == | suurin arvo ympyrén kehéllé |2| = r. Kun valitaan
r= 2ja M := M(2), on siis |ay| <
suppeneva majoranttisarja

Qk, joten funktiolle g saadulla sarjalla on

M
- .
= 2%k 2k + s — 1

Tamén avulla on helppo todeta, etté funktion g sarja suppenee lokaalisti tasaisesti jou-
kossa C\({1,0} u{—2k+ 1| k € Z.,}). Funktio g voidaan siis laajentaa koko komplek-
sitasoon meromorfifunktioksi, joten funktio G = ¢ + h on koko kompleksitasossa
meromorfinen ja silld on yksinkertaiset navat pisteissd s € {1,0} u{—2k+1 |k e Z,}.

Koska gamma-funktiolla on yksinkertaiset navat pisteissd —n, n € N, on funktiolla

G(s)
((S> - F(S)
napa ainoastaan pisteessi s = 1. Koska pisteet s = —2k, k € Z,, ovat funktion 1/T

nollakohtia eiviitka ole funktion G napoja, ne ovat zeeta-funktion nollakohtia.
Koska lauseen [9.20] nojalla

F(s)T(1 = s) = sin(7 s)’
saadaan
C(s) = ?(f)) _ % sin(r 5) T(1 — 5) G(s),
josta

Tassa

1 1 = 1 1

Raja-arvotarkastelujen avulla saadaan zeeta-funktion arvot negatiivisen x-akselin
kokonaislukupisteisiin (HT):
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|
*/ B /L// T
y \ / y
¥ \ / \
\ = I
16 O\J'/ 16 16 ——> -5 \0\ V/ 16
/

24 / \\ //

Y ] g A

Kuva 1. Vasen kuva: Alue A, (e, R) ja sen reunakéyran suunnistus. Oi-
kea kuva: Kun n — 0+, alue A, (e, R) muuttuu auki leikatuksi rengas-
alueeksi {z € C | e < |z] < R, z ¢ [—R, —¢]}; reunakéyrin tilalle tulee
vastakkaisiin suuntiin suunnistetut ympyran kehét |z| = € ja |z] = R
sekd negatiivisen x-akselin jana [—R, —¢], joka kuljetaan kerran kum-
paankin suuntaan.

LAUSE 9.26. Riemannin zeeta-funktio ( voidaan laajentaa koko kompleksitasoon
meromorfifunktioksi, jolla on yksikertainen napa pisteessd s = 1. Kun k € Z,, zeeta-
funktiolla on arvot

C(1— 2k) = —% B ja ((—2k) = 0.

Origossa zeeta-funktiolla on arvo

¢(0) = B = —3. m
9.4.3. Riemannin funktionaaliyhtil6. Téassd kohdassa todistetaan

LAUSE 9.27 (Riemannin funktionaaliyht&lo).

C(s) = (2m)* sin( 5 ) C(1 = s)

™

I'(l—s)

Olkoot 0 <n <7/2,0 <e <2mja R= R, :=2rm+m, kun m € Z,. Asetetaan
(katso kuva [L)

Ay(e,R):={2€C|e<|z| <R, —m+n<Arg(z) <m—nj,
ja
e 1
er—1 1—e 7
Oletetaan aluksi, ettd 0 = Re(s) < 0. Sovelletaan residylausetta alueessa C\(—c0, 0]

holomorfiseen funktioon z — F(z) 25! ja kilyrddn 0A, (s, R).
Funktiolla F' on alueessa A, (e, R) navat pisteissd z = 2win, 0 < [n| < m.

F(z):=
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Alueen A, (e, R) reunan parametriesitykseksi valitaan (huomaa: reunan kierto-
suunta valitaan negatiiviseksi) 0A, (e, R) = 5 _ v Y. v 74 V g, missd v,.(¢) 1= re'l,
te[-m+mnm—mn], kan r > 0, ja v4+(t) := te*" t € [, R]. Residylauseen avulla
saadaan

d
§ F(z)z* Z_ ony P%es (F(2) 21
z z=2min
0A,(e,R) 0<In|<m
= —27i Z (2min)* (2min) "t = — Z (2m)* |n|® e® Arsmin) =1
0<|n|<m 0<|n|<m

Lo ().

Kun n — 0+, saadaan (nyt polkujen -, maérittelyviliksi muuttuu vali [—7, 7];
rajankdynti on helpointa todeta esittdméalld integraalit parametriesitysten avulla)

R e L YUC P

—R z
aAn (é‘,R) Ye

+LR (2) 2] d?% Jﬁ Pz E

¥4
<&
T r

m m
_ _(271_)5 Z ns—l (65i7r/2 . 68(—i7r/2)) - 94 27‘(‘ Z

Osoitetaan seuraavaksi, ettd F' on rajoitettu ympyrin kehélla |z| = R,,.
Kuinz=z+iyjaR,—7n/2=2rm+7/2<y<2rm+37/2=R, +7/2, on
cosy < 0, joten |1 —e™*| = |1—e* cosy+ie “siny| = |1 —e *cosy| = 1. Tallaisissa

pisteissi on |F(2)| = |[—2=| < 1
1

o jall—e?=1—]e?l=1—-—€e%>1-—¢"' joten

Kuinz > 1, one
|F(2)] <1/(1—e1).

Kun z < —1, on e
|F(2)] <1/(e—1).

Koska kaikille z = z + iy € C, joille |z| = R, on (piirrd kuva) > 1, z < —1 tai
Ry, —7/2<y<R,+7/2,on|F(z)] <e/le—1).

Nyt, kun s =0 4+ ¢t, on

< e

—T

>ejall—e? =2le?—1=e"—12>=¢e—1, joten

| § = E] < maxtF ) el = Rud T < e - 1) ROl

<
Y Rm

Tésté saadaan, kun Re(s) < 0,

F(z)2* — — 0, kun m — o0,
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Siis
s

~2i2my (1= sin(F) = [ PG lalr e

—00

dz [~ - d
+§;F(2)ZS§+J F(:c)\x]se“”%

—€
Ve

© ins AT
— F(— s —ims Y
(R

00]

dz ®© . dx
F s &~ F(— s pims Y
—i—jg (2) z . —i—f (—x)|—x|°e ;

g
Ve

dz « , o dx

— F s~ F(— S (iTms  —ims)

pre = Ze [ Pt @ - e
Ye

d R
=j€F(z)zs—z—2isin(7rs)J A

z et —1 x
Ve

Siis kaikille s € C, joille Re(s) < 0, on

—2i (27)°C(1 — s) sin(%) = ng(z) Z8 % — 24 sin(m s) J;oo

5 dx

z e —1 «x

Ye
Téssé kaavan molemmat puolet ovat koko kompleksitasossa muuttujan s meromorfisia
funktioita, joten kaava pitee kaikille s € C (lause [7.23) ]
Kun nyt Re(s) > 1, on (HT; vastaava arviointi kuin edelld; origon lahelld 1 —e™* =
z + |z|n(z), missd n(z) — 0, kun z — 0)
d
;F(z)zs—z — 0, kune— 0+.

z
Ve

Edellisesta kaavasta saadaan nyt

—214 (2m)°C(1 — s) sin(%) = —24 sin(7 s) Joo z° dz

0o -1z

= —2i sin(7 s) G(s).

Tamé identiteetti on osoitettu voimassaolevaksi kaikille s € C, joille Re(s) > 1.
Koska kaavan molemmat puolet ovat koko kompleksitasossa muuttujan s meromorfisia
funktioita, kaava pétee kaikille s € C (lause [7.23).

Riemannin funktionaaliyhtélo seuraa nyt kaavasta

C(s) = % sin(rs) T(1 — s) G(s). 0

Kun asetetaan 5

e —5/2

§(s) = 7720 (5) C(s),

toteuttaa funktio £ seuraavan symmetriachdon (HT)
(1 =) =&(s).

9Tarkkaan ottaen: ”...kaava pitee kaikille s € C\F, missd E on napojen joukko.” Meromorfi-
funktioille voidaan kuitenkin sopia arvo ”00” navoissa; vertaa lauseeseen

b2



LUKU 10
Analyyttisen funktion kuvausominaisuuksia

10.1. Rouchén lause

Olkoot G < C avoin ja f: G — C annettu funktio.

Palautetaan mieleen: Avoimen joukon G osajoukko E on diskreetti, jos joukolla E
ei ole joukkoon G kuuluvaa kasautumispistettd. Funktio f on meromorfinen, jos on
olemassa diskreetti joukko F < G siten, ettéd

a) f|ep on analyyttinen, ja
b) jokainen e € F on funktion f napa.

LEMMA 10.1. Olkoon f meromorfinen funktio avoimessa joukossa G. Oletetaan,
ettd funktiolla f on joukossa G ddrellisen monta nollakohtaa {as, ..., a,} ja ddrellisen
monta napaa {by,...,b,}. Olkoon ~ joukon G suhteen nollahomologinen umpinainen
tie, jolle {ay, ... a4 by, ..., b} N |y| = .

Tdlloin

WA

2 J f(C

9 . S
] d¢ =Yy W(vsa;) = > m; W(y;by),
j=1 j=1
v
missd n; on nollakohdan a; kertaluku ja m; on navan b; kertaluku.
TobisTus. Nollakohdan a; ldhelld f(z) = (z — a;)™ g(z), misséd g(a;) # 0, joten
/ ] /
FE) g6

fz) z—a;  g(z)

Koska ¢'/g on analyyttinen pisteen a; lahelld, on

Res f) =n;.

z=a; f(2)
Navan b; ldhelld f(2) = (z — b;) ™™ ¢(z), missa g(b;) # 0, joten

fe) o m g

f(2) z=b;  g(z)

Koska ¢'/g on analyyttinen pisteen b; ldhelld, on

£12)
M Te T

Viite seuraa nyt residylauseesta. (

Wiimeksi muutettu 1.5.2020.
57
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HuomauTus 10. 2 Argumentm periaate). Kompleksisen kdyridintegraalin maéri-
/
f W(f o~;0), kunhan f(z) # 0 kaikille z € |y].

telmén nojalla on

Edellisen lauseen oletuksin kuvapolun f o~ kierrosluku on siis

p
for;0 an (viag) = Y m W(;by).
j=1

MAARITELMA. Tien v rajoittama joukko (tai sisiapuoli) on
Goii= {2 € G\lY|[ | W(v;2) # 0}.
Vastaavasti tien v ulkopuoli on
Ge={ze G\ | W(y;2) = 0}.

SEURAUS 10.3. Jos lemman oletusten lisiksi W (v;z) € {0,1} kaikille z €
G\|y[, niin

L.,
ﬁfﬁf(odg‘N M

missd N on funktion f tien v rajoittamassa joukossa olevien nollakohtien lukumddri,
kun mnollakohdat lasketaan kertalukujensa mukaan, ja M on funktion f tien v ra-
joittamassa joukossa olevien napojen lukumddrd, kun navat lasketaan kertalukujensa
mukaan. 0l

LAUSE 10.4 (Rouché 186@. Olkoot f ja g holomorfisia funktioita avoimessa jou-
kossa G ja ~y joukon G suhteen nollahomologinen umpinainen tie, jolle W (~y;z) €
{0,1} kaikille z € G\|y|. Oletetaan, ettd

9O < |F ()] kaikille ¢ € ||

Tdlloin funktioilla f ja f + g on sama mddrd nollakohtia tien v rajoittamassa
joukossa G, ;, kun nollakohdat lasketaan kertalukujensa mukaan.

TobisTus. Oletuksista seuraa, ettd f(¢) # 0 kaikille ¢ € |y|. Lemman nojalla

oo 58

Koska |g(Q) < [f(Q)] kaikille ¢ € ||, on m := min{|f(¢)] = [9()] | ¢ € [7[} > 0.
Kaikille ¢ € || ja kaikille s € [0, 1] on

1£(¢) +59(Q)] = [f(O)] = [g(Q)] = m.

funktion f nollakohtien lukumé&éra
tien v rajoittamassa joukossa.

J

Olkoon
vs(t) = f(v(t)) +sg(7(t)), kunse[0,1].

2EuGENE ROUCHE (1832-1910), Ranska. THEODOR ESTERMANN (1902-1991), Saksa, Englanti,
oivalsi 1962, ettd Rouchén lauseen viite péitee myos symmetrisemmilld oletuksella: | f(¢) — g(¢)] <
F(O] + 19(C)] Kaikille C € [1].
SERGE LANG kirjassaan Complex analysis [11, s. 181]: "We say that  has an interior if W(y;a) =0
or 1 for every complex number « which does not lie on . Then the set of points « such that
W(v;a) = 1 will be called the interior of v. It’s that simple.” Huomaa: Langin tien sisdpuolen
késite on rajoitetumpi kuin méasritelméssa.
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Talloin 75 on alueen C\{0} tie ja

1 dz
= W(7s0) = — ¢ —
s (7:.0) 2ri ] =z
Vs
on jatkuva kokonaislukuarvoinen funktio (jatkuvuus: vertaa lemman CAnl todis-

tukseen), joten se on vakiofunktio. Siis
W(for;0) = W(:0) = W(r:0) = W((f +g) 07 0).

Kierrosluku W((f + g) o7;0) on funktion f + g nollakohtien lukuméira tien + rajoit-
tamassa joukossa. O

SEURAUS 10.5 (Algebran peruslause). Olkoon P(z) = a, 2"+ -+aq astettan > 0
oleva kompleksikertoiminen polynomi. Tdlloin yhtdlolla P(z) = 0 on n juurta, kun
nollakohdat lasketaan kertalukujensa mukaan.

ToDISTUS. Asetetaan f(z) := a, 2" ja g(z) := P(z) — f(2).

Kun R > 0 on riittavén suuri, on [g(z)| < |f(2)| kaikille z € C, joille |z| >
R. Rouchén lauseen nojalla funktioille f ja f + g = P on yhtd monta nollakohtaa
ympyrinkehén |z| = R sisdpuolella. O

LAUSE 10.6 (ApoLr HUrwITZ (1859-1919), Saksa; lause 1889). Olkoon (fi)i.,
jono holomorfisia funktioita alueessa D. Oletetaan, ettd

a) fr — f lokaalisti tasaisesti alueessa D; ja
b) fi(z) # 0 kaikille z € D ja kaikille k € Z,. .

Tdlloin joko f =0 tai f(z) # 0 kaikille z € D.

TobisTus. Tehdddn ANTITEESI: f = 0, mutta f(z9) = 0 jollekin 2y € D.

Olkoon nollakohdan zy kertaluku kq. T&lloin on olemassa r > 0 siten, etté kiekossa
B(zp; 2r) jollekin holomorfiselle funktiolle g on voimassa g(z) # 0 kaikille z € B(z; 2r)
i £(2) = (= — 20" g(). |

Argumentin periaatteen nojalla, kun v(t) := zo + re't, t € [0, 27},

L f(Q)

2mi J f(C)

~

Toisaalta, koska fi(z) # 0 kaikille z € D ja kaikille k € Z, on
1 [ fi(0)

5

d¢ = ko # 0.

d¢ =0 kaikille ke Z, .
Koska f;, — f lokaalisti tasaisesti alueessa D ja f(z) # 0 kaikille z € D, joille
|z — 20| = r, suppenee f/fir — f'/f tasaisesti joukossa {z € D | |z — z| = r}. Télloin

L O 1 LFQ)
0= o fk<<>d<_2m§f(c>dC o 70

Piaadytéaan ristiriitaan. Antiteesi on siis epatosi. U

Hurwitzin lauseesta saadaan injektiivisille kuvauksille
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LAUSE 10.7. Olkoon (fi)i, jono holomorfisia funktioita alueessa D. Oletetaan,
etta
a) fr — f lokaalisti tasaisesti alueessa D; ja
b) jokainen fi on injektio.
Talloin f on joko vakio tai injektio.

TobisTus. Jitetddan lukijan tehtavéksi.
[Vihje: Kiinnitd a € D ja tarkastele funktiojonoa (fr — fr(a))i2;.] O

10.2. Analyyttisen funktion avoimuus

LAUSE 10.8. Olkoon f: B(zo; R) — C analyyttinen ja wy := f(2o). Oletetaan,
etti zy on funktion z — f(z) —wy n-kertainen nollakohta.
Tidllgin on olemassa € > 0 ja 6 € (0,R) siten, ettd jokaiselle w € B*(wp;e)
yhtilélli
f(z) =w

on tasmdlleen n eri ratkaisua z € B(zp;0).

TobpisTus. Koska analyyttisen funktion nollakohdat ovat eristettyjé, on olemassa

d € (0, R/2) siten, ettd
f(z) #wo ja f'(z) #0 kaikille z € B*(2;20).

Olkoot y(t) := zy + de't, kun t € [0,27], ja n := f o~. Koska wy ¢ ||, on
olemassa ¢ > 0 siten, ettd B(wg;e) n|n| = . Télloin B(wo;e) sisdltyy johonkin
joukon C\|n| komponenttiin. Lemman [5.7/CAnl nojalla kaikille w € B(wp;e) on
W (n; w) = W (n; w).

Olkoon w € B*(wy; ¢). Olkoot a; funktion f(z)—w nollakohdat ja olkoon n; nolla-
kohdan a; kertaluku. Argumentin periaatteen nojalla, kun sité sovelletaan funktioon
2 f(2) —w,

n =W wo) = Wimw) = 3 n; W(ysay).

Koska f'(z) # 0 kaikille z € B*(zp;20), jokainen nollakohta a; on yksinkertainen.
Téssé jokainen W (v;a;) € {0,1}, joten ratkaisuja a; on tasan n kappaletta. O

LAuse 10.9. Olkoot D alue ja f: D — C ei-vakio analyyttinen kuvaus. Tdlloin f
on avoin kuvaus, t.s. jokaisen avoimen joukon G < D kuvajoukko f(G) on avoin.

TobisTus. Olkoot G < D avoin, wy € f(G) ja zg € D, jolle f(z9) = wy. Koska f ei
ole vakio, on lauseen nojalla olemassa € > 0 ja 0 € (0, R) siten, ettd B(zp;0) = G
ja jokaiselle w € B(wp;e) yhtalolld f(z) = w on ainakin yksi ratkaisu z € B(z;0).
Talloin
B(wo;e) © f(B(z0;9)) < f(G),
joten f(G) on avoin. O

SEURAUS 10.10. Olkoot G < C awvoin, f: G — C analyyttinen ja zy € G. Jos
f'(z0) # 0, niin on olemassa r > 0 siten, ettd

By B(z0;7) = f(B(2057))

on homeomorfismi.
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TobisTus. Olkoon wy := f(2g). Sovelletaan lausettam jossakin pisteen zy ym-
péristossi B(zo; R) < G. Koska f'(zy) # 0, on n = 1. Siis on olemassa ¢ > 0 ja
0 € (0, R) siten, ettd B(zp;0) < G ja jokaiselle w € B(wy;e) yhtalolla f(z) = w on
tasmélleen yksi ratkaisu z € B(zp;d). (Tapaus w = wy: HT.) Koska f on jatkuva
pisteessi zp, on olemassa r > 0 siten, ettd f(B(zo;7)) < B(wp;e). Osoitetaan, etté
rajoittuma f|p(:: B(z0;7) — f(B(z20;7)) on bijektio.

Injektiivisyys: ANTITEESL: On olemassa z € B(zo;7) ja ( € B(z;r) siten, ettd
w = f(z) = f(¢). Todistuksen alussa olleen péittelyn nojalla ( = z, koska muu-
ten pisteelld w olisi ainakin kaksi alkukuvaa joukossa B(zp;r) < B(z0;0). Siis f on
bijektio. Kéanteiskuvauksen jatkuvuus seuraa avoimen kuvauksen lauseesta [10.9 [

SEURAUS 10.11. Olkoon f: G — C analyyttinen injektio. Tdlloin f'(z) # 0 kai-
kille z € G.

TobisTus. Olkoot zp € G ja wy := f(20). Piste 2o on yhtalon f(zy) = wy yksin-
kertainen juuri, koska muuten pisteen wy ldhelld olisi w € f(G), jolla olisi enemmén
kuin yksi alkukuva joukossa G (lause [10.8). T&lloin f ei kuitenkaan olisi injektio.
Juuren kertaluvun mééritelmén nojalla f'(zy) # 0. O

Huomaa, ettd vastaava ei pade edes reaalianalyyttisille funktioille. Esimerkiksi
[:R—>R, f(x):= 23 on injektio, mutta f/(0) = 0.

10.3. Konformikuvauksista

MAARITELMA 10.12. Kuvaus f: D — C alueessa D on konformikuvaus, jos se on
analyyttinen injektio.

Edella olleista tuloksista saadaan

LAuse 10.13. Olkoon f: D — C konformikuvaus. Talloin
(i) f: G — f(G) on homeomorfismi;
(ii) f'(2) # 0 kaikille z € D; ja
(iii) kddnteiskuvaus f~1: f(G) — G on konformikuvaus, jolle pisteessi w = f(z)
on

1
() (w) = 57— O
f'(2)
Eras varsin merkittava konformikuvauksia koskeva tulos on seuraava Riemannin
kuvauslause. Sen seurauksena yhdesti yhtenéisia kompleksitason osajoukkoja ovat C

ja kiekon B(0;1) konformiset kuvat.

LAUSE 10.14 (Riemannin kuvauslause; BERNHARD RIEMANN 1851). Olkoon D <
C yhdesti yhtendinen alue ja D # C. Tdlloin on olemassa konforminen bijektio
f: D — B(0;1). Funktiolle f voidaan lisiksi asettaa ehto: kun zo € D on kiinnitetty,
on f(z) =0 ja f'(z0) > 0. Namd lisdehdot mddrddvdt funktion f yksikdsitteisesti.

TODISTUSTA ei téssa esitetd. Katso Freitag & Busam [7, §IV.4], Kodaira [9] §5.1
(ja 5.2)], Lang [11], luku X] tai Wegert [19] §6.4 (ja 6.5)]. O

Huomaa, etté Liouville lauseen nojalla holomorfinen kuvaus C — B(0; 1) on vakio.
Riemannin kuvauslause ei timén vuoksi pade tapauksessa D = C.
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PauL KOEBE (1882-1945; Saksa) ja JULES HENRI POINCARE (1854-1912; Rans-
ka) todistivat vuonna 1907 yleisemmaén ns. uniformisointilauseen: Jokainen yhdesti
yhtendinen Riemannin pinta voidaan kuvata konformisella bijektiolla yksikkokiekoksi
B(0; 1), koko kompleksitasoksi C tai Riemannin palloksi S2.

10.4. Laajennettu kompleksitaso

Meromorfifunktioille olisi luontevaa antaa arvo oo niiden navoissa. Tamén tasmen-
téamiseksi menetelldéin seuraavasti: Olkoon oo symboli, joka ei ole kompleksiluku (eikd
myoskidn laajennetun reaaliakselin +oo tai —o0). Mééritelladn laajennettu komplek-
sitaso asettamalla

C:=Cu {0}
Laajennettuun kompleksitasoon méaéritelldan seuraavat laskutoimitukset
0+ 2z:=2+0w:= 00, kun z e C
00z =200 =00, kun z € C\{0}
2= 0, kun z € C
o0
g = o0, kun z € C\{0}

Huomaa, ettd seuraavia laskutoimituksia ei méaaritella:
©—-w, —, —, -0, 0-0

Perinteinen tapa laajennetun kompleksitason havainnollistamiseen on ajatella se
kolmiulottisen avaruuden pallopintana, Riemannin pallona (— kuva: Olkoon

S? = {(u,v,w) e R® | v® + v? + w? = 1}.

Kompleksitaso C samaistetaan kolmiulottisen avaruuden xy-tasoksi, C = {(z,y,0) |
x + iy € C}. Samaistusta varten olkoon N := (0,0,1) pallopinnan S? pohjoisnapa.
Olkoot P € S*\{N} jay(t) := (1 —t) N +t P janapolku pohjoisnavalta N pisteeseen
P. Kun janaa tarvittaessa jatketaan, se leikkaa kompleksitason C tésmélleen yhdessé
pisteessi (HT)

u v
P = ) 7 = < ) Y O) *
7(P) = m(u,v,w) T T
Saatu kuvaus m: S®\{N} — C on stereografinen projektio (pohjoisnavan suhteen).

Kun vield asetetaan 7(N) := oo, saadaan bijektio 7: S? — C. Kaénteiskuvauksella
on lauseke (HT)

2 Re(z) 21Im(z) |z — 1)
224+ 17 |22+ 17 |22+ 1/

71(2,0) = (

Laajennetussa kompleksitasossa C pisteen oo kiekkoympéristoksi asetetaan

B(wo;r) :={owo} u{zeC||z| > 1}.



63

Kuva 1. Stereografinen projektio pohjoisnavalta xry-taso.
Pohjoisnapa N, pallopinnan S? piste P ja sen projektiopiste 7(P) zy-
tasossa on merkitty keltaisena.

Tason janan kuva pallopinnalla on ympyré (kuvassa vasemmalla).

10.5. Mobius-kuvauksista

MAARITELMA 10.15. Kuvausta f: C - C,
az+b
f(z) = cz+d

missd a € C, be C,ce C,de Cjaad—0be # 0, kutsutaan Mdbius—kuvaukseksiﬁ
Téassa

az+b
jos ¢ =0, niin, f(z) := 7 kun z € C

OO7 kU.l'l zZ = 00

b

: y Zfid’ kun 2 € C\{~d/c}
jos ¢ # 0, niin,  f(z) := o, kun 2 = —d/e

2, kun z = o

c

Lukijalle jatetdan harjoitustehtéviksi osoittaa:

LAuse 10.16. Mobius-kuvaus f: C > C on homeomorfismi ja konformikuvaus
joukossa C\{—d/c}, jos ¢ # 0, ja koko kompleksitasossa, jos ¢ = 0. O

3AucusT FERDINAND MOBIUS (1790-1868), Saksa. Englanninkielessé Mobius-kuvauksista eli
Mobius-muunnoksista kdytetdin myods nimityksid homographic transformation, linear fractional
transformation ja linear transformation.
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LAUSE 10.17. Moébius-kuvausten joukko
M:={f: C— C|f on Mobius-kuvaus}
muodostavat ryhmdn, jossa laskutoimituksena on kuvausten yhdistdminen. U

HuomaAuTuUs 10.18. Kompleksiset 2 x 2-matriisit
A= [“ b] . joille det A # 0,
c d

ja Mobius-kuvaukset

az+b
fale) = cz+d

vastaavat toisiaan niin, ettd jokaista matriisia

Aa Ab]

Ad = [Ac A

missid A € C\{0}, vastaa kuvaus
az+b

fa(z) = fa(z) = v

Bijektiivinen vastaavuus saadaan rajoittamalla 2 x 2-matriiseja vaatimalla, etta
det A = 1 (HT; paattelyd auttaa havainto: fap = fa o fp).

HuomauTus 10.19 (Yksinkertaiset Mobius-kuvaukset). Kolme yksinkertaisinta
Mobius-kuvaustyyppia on:
e surto z — z + 2p;
o kompleksinen skaalaus eli kuvaus z — A z, missid A € C\{0};
® NVErsio z +— %
Jos |A] = 1, kuvaus z — A z on kierto. Jos A > 0, kuvaus z — A z on dilaatio; venytys,
jos A > 1, ja kutistus, jos A < 1. Yleinen tapaus on kierron ja dilaation yhdistetty
kuvaus: Az = || ﬁ z.
Siirto ja skaalaus séilyttavét pisteen co paikoillaan. Inversio vaihtaa pisteet 0 ja oo
keskenéddn ja kuvaa origokeskisen yksikkdympyrén kehéan itselleen. Yksikkoympyran
kehilla inversio on peilaus z-akselin suhteen.

LAuse 10.20. Jokainen Mdbius-kuvaus on yhdistetty kuvaus siirrosta z — z + w,

kuvauksesta z — Xz, missi A € C\{0}, ja inversiosta z — %,

ToDISTUS. Viite seuraa identiteetista

bc—ad Lo 20

————— 4+ —, josc
az+b _J2(z+d/c) " ¢ ) ]
cz+d 22-1-9 jos ¢ =0

d q J

Yleistetty ympyrd on kompleksitason ympyré, tai suora, johon on lisdtty déretto-
myyspiste.

LAUSE 10.21. Mébius-kuvaukset kuvaavat yleistetyt ympyrdt yleistetyiks, ympy-
roiksi.
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TobisTus. Kompleksitason suorat ovat muotoa
(S) Bz+ BZ+c=0, missi BeC\{0}jaceR,

olevien yhtélsiden ratkaisujoukkoja (sijoita yhtéloon ax + by + ¢ = 0 muuttuja z =
x + iy, jolloin 2B = a — ib). Vastaavasti ympyran

|z — 20| =1
yhtélo saadaan muotoon
(Y) ZZ+Bz+BZ+c=0,
missi B = —20€C, c=|B?—r?’e R jac < |B|*.

Selvisti suorat sdilyvét suorina ja ympyrat ympyroind kuvauksissa z — z + zg ja
Z— Az

Jos z on suoralla (S), niin sen kuvapiste w := 1/z inversiossa toteuttaa yhtalon

Bw+ Bw+ cww = 0.

Jos ¢ = 0, tdma on origon kautta kulkevan suoran yhtélo, muussa tapauksessa se on
ympyrin yhtilo (side = |B|/|c| ja keskipiste = —B/c; kaava (Y)).

Jos z on ympyriankehilld (Y), niin sen kuvapiste w := 1/z inversiossa toteuttaa
yhtélon o

l+Bw+ Bw+cww = 0.

Jos ¢ = 0, tdmé& on suoran yhtélo, muussa tapauksessa se on ympyran yhtalo. O

SEURAUS 10.22. Jos A on avoin kiekko, suljetun kiekon ulkopuoli tai suoran mdd-
raamd avoin puolitaso, niin sen kuva f(A) Mébius-kuvauksessa f on myds jokin mai-
nittua tyyppid oleva avoin joukko. 0

LAUSE 10.23. Mébius-kuvauksella f: C - (@, joka et ole identtinen kuvaus, on
joko yksi tai kaksi kiintopistettd zy, t.s. pistetti zo € C, jolle f(zo) = zo.
TobisTus. Mobius-kuvauksen kiintopisteet ovat toisen asteen yhtdlon
az+b
cz+d
ratkaisuja. Yksityiskohdat jitetddn lukijalle (muista huomioida tapaus z = ). [

LAUSE 10.24. Olkoot {z1, zo, 23} ja {wy, we, w3} kaksi kolmen laajennetun komplek-
sitason C eri pisteen joukkoa. Tédlldin on olemassa tdsmdlleen yksi Mobius-kuvaus
f:C - C, jolle

f(z1) = w1, f(22) =w2 ja  f(z3) = ws.

TobisTus. Oletetaan aluksi, ettd w; = 1, wy = 0 ja w3 = oo0. Talloin kuvaukseksi
[ kdy (HT)

f(z) = (z — 29) (21 — 23)'
(z — 23) (21 — 29)

Oletetaan, ettd myos Mdobius-kuvaukselle g on g(z;) = wj, j € {1,2,3}. Télloin
Mébius-kuvaukselle fog™ on (fog™)(1) =1, (fog™)(0) =0ja (fog ') (w) = oo,
joten edellisen lauseen nojalla f o ¢! on identtinen kuvaus, jolloin g = f.

Kun w, € @, Wy € C ja ws € C ovat mielivaltaiset keskeniiin eri pisteet, valitaan
ensin Mobius-kuvaukset g ja h, joille g(wy) = 1 = h(z1), g(ws) = 0 = h(z) ja
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gws) = o = h(z). Talloin g '(1) = wy, g7(0) = wy ja g~ (0) = ws, joten
kuvauksella f := ¢g~! o h on haluttu ominaisuus. U

MAARITELMA 10.25. Olkoot z; € @, 2y € C, z3 € C ja z4 € C nelja eri pistetta.
Luku
(24 — 22) (21 — 23)

(214 — 23) (21 — 22)

[Zla 29y 23, Z4] =
on pisteiden zy, zo, 23 ja 24 kaksoissuhde.

HuomaAuTUs. Kaksoissuhde on Mobius-kuvauksia késittelevéassa kirjallisuudessa
standardikésite. Sen médritteleva kaava sen sijaan ei ole standardoitunut. Tdhén va-
litun kaksoissuhteen médradma kuvaus z — [z, 29, 23, 2] vie siis pisteet z1, 2o ja z3
pisteiksi 1, 0 ja o0, ja on myo0s ainoa, jolla tdm& ominaisuus on.

A A

LAUSE 10.26. Olkoot z € @, 29 € C, z3 € C ja z4 € C nelja eri pistettd ja
f: C— C Mébius-kuvaus. Talldin

[f(21)7 f(Zz)a f(23)7 f(2’4)] = [Zl, 22, 23, 24]-

Tobistus. Olkoon g(z) := [z1, 22, 23, 2] se Mébius-kuvaus, jolle g(z1) = 1, g(22) =
0 ja g(z3) = co. T&llsin kuvakselle g o f~! on
(go f (=) =1, (9o f N(f(2)=0 ja (gof )(f(z)) =x.

Toisaalta, myos kuvauksella w — [f(z1), f(22), f(23), w] on samat ominaisuudet. Yk-
sikésitteisyyden nojalla

[21, 22, 23, 24] = g(z1) = (g 0 fT)(f(20) = [f(21), f(22), £ (23), f(2a)]. O
HuomaAuTUs. Edellinen lause tarjoaa helpon menetelméan méaérata Mobius-kuvaus
f, joka kuvaa annetut kolme eri pistettd z;, 2o ja 23 kolmelle eri pisteelle wy, ws ja
ws: Ratkaistaan f(z) yhtélosté
[wh wWs, W3, f<Z>] = [217 <25 %35 Z]

ESIMERKKI 10.27. Mé#ardtaan Mobius-kuvaus f, jolle f(1) = 1, f(0) = 0 ja
f(2) = i. Kaytetadn yhtaloa

. . (fr)-0)(d=9) (-0)(1-2)
[1,0,7, f(2)] =[1,0,2,2] eli e = T )

Ratkaisuksi saadaan ,
iz
1@ =220
Lauseen ja sen seurauksen nojalla f kuvaa reaaliakselin ympyrankehille C,
jonka maaraé pisteet 1, 0 ja i. Koska f(—i) = —1/3 on ympyrénkehén C ulkopuolella,
kuvaa f ylemmén puolitason ympyrénkehéin C sisépuoleksi = B(2 + £;1/v/2).

Olkoon C := {z € C | |z — 29| = r} piste zp-keskinen, r-siteinen ympyrankeha.
Pisteen z € C heijastuspiste kehin C' suhteen on
2

20+ ——, jos z ¢ {z,0}
* Z — 20

0, jos z = 2o
20, jos z =
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Sanotaan, ettd pisteet z ja z* ovat symmetrisid ympyrdnkehdn C' suhteen.

LAUSE 10.28. Pisteet z ja w ovat symmetrisiia ympyrdnkehdn C' suhteen, jos ja
vain jos
[w, 21, 20, 23] = [z, 21, 22, 23] kaikille zy € C, 2 € C ja z3€ C.
Tobistus. Kun z = zy + re' € C, on 2* = z (HT). Erityisesti siis 2§ = z;.
Pisteen z heijastuspisteelle z* on siis
2 ga— p—
re(z; — 2
2=z =20 =2 :%.
Z— 20
Téstéd saadaan (HT)
[2%, 21, 22, 23] = [2, 21, 22, 23]
Kadnteisen puolen todistus jatetadn lukijalle. O
SEURAUS 10.29. Olkoot f Mébius-kuvaus ja C yleistetty ympyra. Tdlloin ympyrdn

C' suhteen symmetristen pisteiden z ja z* kuvapisteet f(z) ja f(z*) ovat symmetrisid
yleistetyn ympyrdn f(C) suhteen. O

ESIMERKKI 10.30. Maarataan Mobius-kuvaus f, joka kuvaa yksikkokiekon B(0; 1)
itselleen, ja jolle f(0) =0 ja f(1) = 1.
Origon symmetrinen piste ympyrénkehén 0B(0; 1) suhteen on c0. Koska f(0) = 0,
pysyy origon heijastuspiste oo paikallaan eli f(o0) = oo. Siis
[4,0,00, f(2)] = [1,0, 0, z],

josta

7 1
10.6. Mobius-kuvaukset konformikuvauksina

LAUSE 10.31. Olkoot zg € B(0;1) ja A € C, |\ = 1. Tdlloin Mébius-kuvaus f,

fz) _z eli f(z) =iz

Z— 20
= A
f(z> 1-— ZEO
mdadrdd konformisen bijektion f: B(0;1) — B(0;1), jolle f(z) = 0.
TobisTus. Kuvaus on muotoa f(z) = gjis, missi a = \, b= —Azp, c = —1 ja

d=1.Siisad —bc=X—X|zl*> = A(1 —|2]?) # 0, joten f on Mébius-kuvaus.
Koska f(zp) = 0, riittaa tarkistaa, ettd f(0B(0;1)) < ¢B(0;1). Kun |z| = 1, on

= = 1. O

—zo‘: 2=z _ lz—z| _
B —z2%|  |2l[Z = Zol

z
-
£ = N [f=
Palautetaan mieleen kurssilta CAnl:

LAUSE 10.32 (Schwarzin lemma). Olkoon f: B(0;1) — C holomorfinen funktio,
jolle f(0) =0 ja |f(2)| <1 kaikille z € B(0;1). Talloin
1 (0) <1 ja |f(2)| <|z| kaikille z € B(0;1).
Lisiksi, jos jollekin zo € B(0;1) on |f(20)] = |20|, on olemassa X € C siten, etti
Al =1 ja
f(z) =Xz kaikille z € B(0;1).
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TobisTus. Jatetddn nytkin harjoitustehtéavéksi; sovella maksimiperiaatetta funk-
tioon
f2)
z

f(0), kun z=0.
LAUSE 10.33. Olkoon f: B(0;1) — B(0;1) konforminen bijektio ja zy = f~1(0).
Tdlloin on olemassa X € C siten, ettd |\ =1 ja
f(z)=A

TobisTus. Olkoon

, kun z # 0, ja 0

9(2) =

zZ— 20

T—— kaikille z € B(0;1).

Z — 20

jolloin lauseen [10.31| nojalla g méaéarittelee konformikuvauksen kiekolta B(0;1) itsel-
leen. Lisiiksi g(29) = 0. Télloin h := f o g toteuttaa Schwarzin lemman ehdot,
joten

|h(z)| < |z| kaikille z € B(0;1).
My6s h™! = go f~! toteuttaa Schwarzin lemman ehdot, joten
|hH(w)| < |w| kaikille w € B(0;1).
Siis, kun z € B(0;1) ja w := h(z), on
[h(2)] < |2] = [h™H(w)] < |w| = [A(2)],
joten
|h(2)| = |z| kaikille z € B(0;1).
Schwarzin lemman nojalla on olemassa A € C siten, ettd |A\| =1 ja
h(z) = Az kaikille z € B(0;1).

Talloin
zZ— 20
=h = A = A
F2) = hlg(2)) = Ag() = A {2
kuten véitettiin. U
SEURAUS 10.34. Olkoot B kiekko ja f: B — B konforminen bijektio. Tdalloin f
on Mébius-kuvauksen rajoittuma kiekkoon B. 0

LAUSE 10.35. Olkoon f: C — C kokonainen injektio. Tdlloin olemassa a € C\{0}
ja be C siten, ettd

f(z) =az+b kaikille z € C.

TobisTus. Osoitetaan aluksi, ettd f on polynomi.

Jos f ei ole polynomi, dérettémyyspiste on sen oleellinen erikoispiste. Téll6in origo
on kuvauksen z +— f(i) oleellinen erikoispiste. Casoratin ja Weierstrassin lauseen
nojalla f(C\B(0;1)) on télloin tihed kompleksitason osajoukko. Lauseen nojalla
f(B(0;1)) on avoin, joten

FC\B(0;1)) n f(B(0;1)) # .
T4ll6in on olemassa pisteet z; € C\B(0;1) ja z9 € B(0;1), joille f(21) = f(22). Tama

on kuitenkin vastoin injektiivisyysoletusta. Siis f on polynomi.
Lauseen nojalla f ei ole injektio, jos sen aste on suurempi kuin yksi.
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analysis 2. Riemann surfaces, several complex variables, Abelian functions, higher modular
forms, Universitext, Springer, 2011.

4Viimeksi muutettu 3.1.2020.
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THEODORE W. GAMELIN: Complex analysis, Undergraduate Texts in Mathematics, Springer,
2001.

Kommentteja: "Moniarvoisia funktioita” kiaytetddn varsin vapaamielisesti. Cauchyn integraali-
lauseen kisitely perustuu Greenin lauseeseen.

KuntHikO KODAIRA: Compler analysis, Cambridge Studies in Advanced Mathematics 107,
Cambridge University Press, 2007.

Kommentteja: Kirjan analyyttinen funktio voi olla moniarvoinen; sen sijaan holomorfinen funk-
tio on yksiarvoinen. Painovirheité kirjasta 16ytyy melko paljon. Cauchyn integraalilause todis-
tetaan melko yleisille alueille, joiden ominaisuuksien selvittelyyn uhrataan 27 sivua. Hieman
vaille puolet kirjasta késittelee ns. Riemannin pintoja ja kompleksianalyysid niilld mééritellyille
funktioille ja differentiaalimuodoille.

SERGE LANG: Undergraduate analysis, toinen laitos, Undergraduate Texts in Mathematics,
Springer, 1997 (korjattu neljds painos 2005). (Edelliset laitokset Analysis I, Addison-Wesley,
1968; Undergraduate analysis, Springer, 1983.)

Kommentteja: Yhden ja usean reaalimuuttujan funktioiden analyysin oppikirja. Kirjaan on hyva
tutustua ennen saman kirjoittajan kompleksianalyysin kirjaan [11] tutustumista.

SERGE LANG: Complex analysis, neljis laitos, Graduate Texts in Mathematics 103, Springer,
1999. (Edelliset laitokset Addison-Wesley, 1977; toinen laitos, Springer, 1985; kolmas laitos,
Springer, 1993.)

Kommentteja: Kompleksianalyysin kurssille kohtalaisesti sopivaa oheislukemistoa. Asioiden ké-
sittelyjéirjestys poikkeaa kurssista (esimerkiksi potenssisarjat kistielldiin jo kirjan toisessa luvus-
sa, kun CAn-kursseilla ne jaavit jalkimméiseen osaan. Potenssisarjateoria aloitetaan tutustu-
malla ns. muodollisiin potenssisarjoihin). Kirjan terminologiassa kiyrd (engl. curve) tarkoittaa
samaa kuin kurssin polku (engl. path). Kirjan path puolestaan on paloittain jatkuvasti differen-
tioituva polku (ja kiiytetty merkintd huono).

JAQUELINE LELONG-FERRAND ja JEAN-MARIE ARNAUDIES : Cours de mathématiques. Tome
2. Analyse, 4° édition, Dunod, 1977.

Kommentteja: Erityisen huolellisesti kirjoitettu perusanalyysin kirja. Kompleksiset funktiot
ndyttaytyvit vain potenssisarjoina (analyyttising funktioina).

JAQUELINE LELONG-FERRAND ja JEAN-MARIE ARNAUDIES : Cours de mathématiques. Tome
4. Equations différentielles, intégrales multiples, fonctions holomorphes, 2° édition, Dunod, 1977.
Kommentteja: Sisdlté on hieman kirjava. Kompleksianalyysiin liittyvaé asiaa varsin viahén, ja
Cauchyn integraalilause perustuu niteesséd aiemmin késiteltyyn Greenin lauseeseen.

ROLF NEVANLINNA ja VEIKKO PAATERO: Funktioteoria, Otava, 1971.

Kommentteja: Vanhahtava; perustelut osin heuristisia ja kaipaavat tdsmentdmista.

TRISTAN NEEDHAM: Visual complex analysis, Oxford University Press, 1997.

Kommentteja: Nimensd mukainen. Derivaatta médritelldén vasta melko myoh&an.

WALTER RUDIN: Real and complex analysis, toinen laitos, Tata McGraw-Hill, 1979.
Kommentteja: Kirjassa kisitelladn sujuvasti rinnakkain mitta- ja integraaliteorian, funktionaa-
lianalyysin ja kompleksianalyysin asioita. Tutustumisen arvoinen kirja.

MIiCHAEL SPIVAK Calculus, kolmas laitos, Cambridge University Press, 1994.

Kommentteja: Erinomaisen luettava yhden muuttujan funktioiden analyysin oppikirja (eiké siis
varsinaisesti otsikkonsa mukaisen "peruscalculuksen”). Luvun IV sarjateoria ja kompleksilukujen
ja kompleksifunktioiden késittely on hyvéd johdatusta kompleksianalyysin kurssiin. Algebran
peruslause todistetaan hyvin yksinkertaisin apuvélinein.

JOHN STILLWELL: Mathematics and its history, toinen laitos, Undergraduate Texts in Mathe-
matics, Springer, 2002 (kolmas laitos 2010).

Kommentteja: Kompleksianalyysin kurssiin liittyvit luvut 14 Complex Numbers in Algebra,
15 Complex Numbers and Curves, ja 16 Complex Numbers and Functions.

EvriAs WEGERT: Visual complex functions. An introduction with phase portraits, Birkh&user,
2012.

Kommentteja: Faasin kiyttdminen kuvien véritysperiaatteena vaatii kuvien lukutaitoa. Kirjan
esitys on muutenkin vaativa (mm. funktion analyyttisyys mééritelldéin potenttisarjaesityksen
avulla).
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