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1. Luvut ja laskutoimitukset

Ensimmaisessa kappaleessa kasitellaan lukuja seké niilla tehtéavia laskutoimituksia. Kaymme
lapi lukualueet seka palautamme mieleen ylakoulusta tutut merkkisdannot ja laskulait. Lisaksi
kerrataan murtoluvuilla tehtavét laskutoimitukset. Kappaleeseen liittyvit tehtavéit ovat omalla
sivullaan.

1.1 Lukualueet

Matematiikassa luvut muodostavat perustan laskutoimituksille. Nykyinen lukukasite on pitkal-
lisen, vuosituhansia kestdneen kehityksen tulosta, eikd pystyta sanomaan, onko tama kehitys
jo paattynyt.

Jo ensimmaiselld peruskoulun vuosiluokalla opimme lukuméaraa ilmaisevat luonnolliset luvut.
Miksi néité on sitten lahdetty laajentamaan kohti reaalilukuja? Esimerkiksi Rene Descartesin
(1596—1650) oli vaikea hyvéksyé lukualueen laajennusta luonnollisista luvuista kokonaisluvuiksi
ja han kutsuikin negatiivisia lukuja “vaariksi luvuiksi”. Yksi lahestymistapa lukulaajennuksille
on yhtéloopillinen: Millainen yhtalo on ratkeamaton kyseisella lukualueella, jota haluamme
laajentaa? Esimerkiksi luonnollisten lukujen tapauksessa yhtalé x +1 = 0 on ratkeamaton, silla
x = —1 ei kuulu luonnollisiin lukuihin. Lisdadmaélla negatiiviset luvut Z— = {...,—3,—2,—1}
luonnollisten lukujen joukkoon saamme muun muassa edelld mainitun yhtalon ratkeavaksi.
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Lukualueen laajentaminen on néin edennyt luonnollisista luvuista aina reaalilukuihin asti. Uu-
det kayttoon otetut luvut on liitetty entisiin, jolloin uusi lukujoukko sisaltaéd aikaisemmat
lukujoukot.

Lukualueet

 Luonnolliset luvut N = {0,1,2,3,...}

o Kokonaisluvut Z = {...,—3,—2,—-1,0,1,2,3, ...}

» Rationaaliluvut Q = {m|m, n€Z,n+0}

n

e Reaaliluvut R on rationaalilukujen lukulaajennus, joka saadaan lisadmallé irratio-
naalilukujen joukko rationaalilukuihin. Irrationaaliluvut ovat lukuja, joita ei voida
esittdd kahden kokonaisluvun osamédrind esim. v/5, 7 ja jaksoton desimaaliluku
0,19781324.... Kaytédnnossa katsoen reaalilukuja ovat siis kaikki ne luvut, joita on
peruskoulun matematiikassa kaytetty.

Reaaliluvut R

\ﬁ —
0,32952631 ...

" Rationaalinaaliluvut =
Q :
2 -3,14
0,121212 ...

~  Kokonaisluvut Z
w.,—2,-1,0,1,2, ...

L ~

b . N,
/~ Luonnolliset
luvut N

1.1.1 Esimerkki: lukualueet

Mihin lukujoukkoihin luku kuuluu?

d) 0,6
e) 6,35730672059...
Ratkaisu:



a) Luonnollisiin lukuihin. Lisdksi, kokonais-, rationaali- seké reaalilukuihin, koska nama lu-
kujoukot pitavat sisdllaan myos luonnolliset luvut.

b) Kokonaislukuihin. Liséksi, rationaali- ja reaalilukuihin.

c) Rationaali- ja reaalilukuihin.

3
d) Rationaali- ja reaalilukuihin, silld luku 0,6 voidaan esittdd murtolukuna £

e) Ainoastaan reaalilukuihin. Kyseessd on pddttyméaton ja jaksoton desimaaliluku, jonka
vuoksi sita ei voida esittad kahden kokonaisluvun osamaédrana. Taméan vuoksi luku ei
kuulu rationaalilukuihin, jolloin se ei myoskadn kuulu kokonaislukuihin tai luonnollisiin
lukuihin.

1.2 Laskulait

Palautetaan mieleen tutut merkkisdannot ja laskulait. Kerto- ja jakolaskussa kahden saman-
merkkisen luvun laskutoimitus on positiivinen ja kahden erimerkkisen negatiivinen. Tamaéan
seurauksena kerto- ja jakolaskun tulos on positiviinen, kun negatiivisten tekijoiden lukumaara
on parillinen. Vastaavasti kerto- ja jakolaskun tulos on negatiivinen, kun negatiivisia tekijoita
on pariton maara.

Merkkisdannot
1. +(—a) =—a
2. —(—a) =+a
a a
ca-(—b)=—abja — =—-
3. a-(—b) aJa_b_a b
4. (—a)-(=b)=a-bja — = —
() (b)) =a-bia o =

1.2.1 Esimerkki: merkkisaannot

Laske.
a) 3+ (—4)
b) 6—(-2)
c) 4-(—2)
a =

Ratkaisu:
a) 3+ (—4)=3—-4=-1
b) 6 —(—2)=6+2=28
c) 4-(—2)=—-4-2=-8
03-3-!



Laskujarjestys noudattaa tuttua kaavaa.

Laskujéarjestys
1. Lasketaan sulut
2. Lasketaan kerto- ja jakolaskut
3. Lasketaan yhteen- ja vahennyslaskut

1.2.2 Esimerkki: laskujarjestys

Laske.
a) —2-(—3)-2
b) —4-(=5)-(=2)-(=1)
¢) 5-(=1)-(=6) : (—10)
d) 3-(2—8:2)-(=2)+11

Ratkaisu:
a)
2-(=3)-2
2-3-2
—6-2
=12
b)
4-(=5)-(=2)-(-1)
15-(=2) - (-1)
—4.5-2.1
=40
c)

5-(=1)-(=6) : (-10)

=-5-1-6:10
= —30:10
=-3

| poistetaan sulut

| lasketaan kertolaskut

| poistetaan ensimmaiset sulut
| poistetaan toiset sulut

| lasketaan kertolaskut

| poistetaan sulut
| lasketaan kertolaskut

| lasketaan jakolasku




3-(2—8:2)-(—2)+11 | lasketaan jakolasku sulkujen sisalta
=3-(2—4)-(—2)+11 | lasketaan viahennyslasku sulkujen sisdlté
=3-(-2)-(—2)+ 11 | poistetaan sulut

=3-4+411 | lasketaan kertolasku

=12+ 11 | lasketaan yhteenlasku

=23

Oheiselta videolta 16ytyy tarvittaessa lisdd esimerkkejé laskujérjestyksestéd sekd negatiivisilla
luvuilla laskemisesta.

Peruslaskutoimituksista yhteenlasku ja kertolasku noudattavat seuraavia laskulakeja.

Laskulait
Olkoon a, b, c € R. Talloin ovat voimassa seuraavat laskulait:
1.
b="b
ot T vaihdantalait
ab = ba
2.
b = b
atbro=@+btel L it
a(be) = (ab)c
5.
a(b+c) = ab+ ac . _
osittelulait
(@ +b)c=ac+ bc

Vaihdanta- ja liitantalakien takia luvut voidaan laskea yhteen tai kertoa misséa jarjestykses-
sé tahansa. Sulkumerkit voidaan siis jattad pois ja merkitd vain a + b + ¢ ja abc. Sopivalla
ryhmittelylla laskutehtava saadaan usein yksinkertaistettua.

1.2.3 Esimerkki: laskulait

Laske kayttdaen hyvaksi laskulakeja.
a) 2-8-50
b) 7-46

Ratkaisu:

a) Kertolasku voidaan laskea missé jarjestyksesséd tahansa, joten vaihdetaan lukujen 8 ja 50
paikkaa.

2-8-50=2-50-8=100-8 =800



b) Kirjoitetaan luku 46 muodossa 46 = 40 4 6 ja kéytetadn hyvéksi osittelulakia.

746 =7 (40 +6) =T 40+ 76 = 280 + 42 = 322

Vastaluku ja kaanteisluku

Kahta lukua, joiden summa on nolla, sanotaan toistensa vastaluvuiksi. Luvun a vastaluku
on —a, koska a + (—a) = 0. Jokaisella reaaliluvulla on vastaluku.

Kahta lukua, joiden tulo on yksi, sanotaan toistensa kaanteisluvuiksi. Luvun a kaénteis-

luku on —, koska a - — = 1. Kaikilla muilla reaaliluvuilla paitsi nollalla on kdanteisluku.
a a

1.2.4 Esimerkki: vasta- ja kaanteisluku

) Mika on luvun 3 vastaluku?

) Miké on luvun —7 vastaluku?

) Mika on luvun 2 kddnteisluku?

) Miké on luvun —4 kdénteisluku?

e) Mik4 on luvun 11 vastaluvun kddnteisluku?

a
b
c
d

Ratkaisu:
a) Luvun 3 vastaluku on —3, silld 3+ (—3) =3 —3 = 0.
b) Luvun —7 vastaluku on 7, silld —7 + 7 = 0.

¢) Luvun 2 kaénteisluku on 2’ silla 2 - 5= 1.
d) L 4 kaanteisluk ! illa —4 - ( 1)—41—4—1
uvun ddnteisluku on —-, sillé =4 =1=1L
e) Luvun 11 vastaluku on —11, silld 11 + (—11) =11 —11 = 0.
1 11
Luvun —11 kiénteisluku on ——, silli —11 - (——) =11+ — = ~= = 1
uvun ddnteisluku on — -, silld ( 111) 1= 11
Siispé, luvun 11 vastaluvun kaédnteisluku on —17

1.3 Itseisarvo

Reaaliluvun itseisarvo méaaritelldan paloittain, erikseen ei-negatiivisille ja negatiivisille luvuille.

Itseisarvo
Reaaliluvun a itseisarvo on

a a, kun a >0
al =
—a, kun a <0




Positiivisen luvun ja nollan itseisarvo on siis luku itse. Esimerkiksi |2| = 2 ja |0] = 0.
Negatiivisen luvun itseisarvo on sen vastaluku. Esimerkiksi | — 2| = —(—2) = 2.

Geometrisesti tulkittuna itseisarvo kertoo sen etéisyyden lukusuoralla luvusta 0. Taté on ha-
vainnollistettu oheisella appletilla. Liikuttamalla sinista pistetta néet, kuinka mustalla palkilla
kuvattu itseisarvo muuttuu. Koska kyseessé on etaisyys, niin |a| > 0 kaikilla a:n arvoilla.

-14 =12 =10 -8 - -4 -2 0 2 4 6 8 10 12 14

1.3.1 Esimerkki: luvun itseisarvo

a) Luvun —111 itseisarvo | — 111| = 111, koska —111 < 0.
b) Luvun m — 2 itseisarvo |r — 2| = 7 — 2, koska 7 — 2 > 0.

¢) Luvun 1 — /2 itseisarvo |1 — v2| = —(1 — v/2) = v2 — 1, koska 1 — /2 ~ —0,41 < 0.

Itseisarvolle pétee seuraavat ominaisuudet.

Itseisarvon ominaisuuksia
1. |a| >0
2. |—al=]q
3. |abl :|\a‘Hb\
a a
1 [51= 18]
5. |al? = a?




1.3.2 Esimerkki: itseisarvolausekkeiden sieventamista

Sievenna.
a) |4+ (=5)]+ (4| +[—5])
b) |a—b] —|b—aq|

Ratkaisu:
a)
14+ (=5)] + (4] +|—5]) | lasketaan itseisarvot sulkujen sisilta
= [4—5|—(4+5) | lasketaan vahennyslasku itseisarvon sisélta
=|-1-9
=1-9
= -8
b)
la —b] —|b—al b—a=—(a—0)
= la—bl—|—(a—0b)| |kdytetddan hyviksi itseisarvon 2. ominaisuutta
= la—b|—la—b|
=0

1.4 Murtoluvut

Kerrataan murtolukuihin liittyvat nimitykset ja laskutoimitukset.

:@

m
Murtoluku on kahden kokonaisluvun osaméara —, missé jaettavaa (m) sanotaan osoittajaksi ja
n

win ol
L IENE

Colorado Phet -simulaatiot

jakajaa (n) nimittajéiksi, ja osoittaja ei ole jaollinen jakajalla. Murtoluku on siis rationaaliluku,
joka ei supistu kokonaisluvuksi.


https://phet.colorado.edu/fi/simulations/category/math/mathapplications

Sekaluvut ovat murtoluvun vaihtoehtoinen esittamistapa. Jotta murtoluku voidaan esittda se-

7T 443
kalukuna, nimittdjan tulee olla suurempi kuin osoittaja. Esimerkiksi murtoluku — = % =
4 3

3 3
1 + 1= 1+ 1 voidaan esittda sekalukuna 11.

1.4.1 Esimerkki: murtolukujen suuruusjarjestys

1
ja 3 suuruusjarjestykseen.

B~ w
ool

Jarjesta murtoluvut

I

Ratkaisu:

Lavennetaan murtoluvut ensin samannimisiksi, jotta suuruusvertailu on helpompi tehda.

93 _2:3_6
172438
pl_4-1_4
2712 38

Nt7>6>4't 7>3>
—>—->—, joten — > - > —.
Wg~ g g ) 8 417 2

1.4.2 Esimerkki: sekaluvut

Muunna

a) g sekaluvuksi.

4
b) 3 R murtoluvuksi.

Ratkaisu:
a) Esitetddan osoittaja 9 nimittdjan 2 tulona, jolloin jakojddnnokseksi jaé 1, ja sievennetadn
sekaluvuksi.
9 4-2+4+1 4-2 1 1 1
2 2 2 + 2 + 2 2

b) Lavennetaan kokonaisluku murtoluvuksi ja lasketaan murtoluvut yhteen.

4 4 3
3-=34+_-=9Z
—|—5 1—|—

4 15 4 19
5 5 a

10



Murtolukujen yhteen- ja vihennyslasku

a c_%+@_ad+bc
b d bd bd  bd

ne _ ad be ad — be

b d_bd bd_ bd

1.4.3 Esimerkki: yhteen- ja vihennyslasku murtoluvuilla

Laske.
1 3 9 7
S
) 5ty 10 8
Ratkaisu:
a)
" 1 2)3 .
2 + 1 | lavennetaan murtoluvut samannimisiksi
B 4.1 n 2.3
4.2 2.4
4 6 . e
= 3 + 3 | lasketaan osoittajat yhteen, nimittéja pysyy samana
B 446
8
102 5 _ .
= — =- sievennetidan vastaus
8 4
b)
8) 9 10)7 . o . .
0" 3 | lavennetaan murtoluvut samannimisiksi
- 8-9 B 10-7
- 8-10 10-8
72 70 . L .. e
= % — % | vahennetadn osoittajat toisistaan, nimittdja pysyy samana
B 72 —170
80
22 1
= % = 4—0 sievennetaan vastaus

Murtolukujen kertolasku
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1.4.4 Esimerkki: kertolasku murtoluvuilla

Laske.

Ratkaisu:

a) Kerrotaan osoittajat ja nimittdjat keskendan.

25 25 10
33 3.3 9
b) Kerrotaan osoittajat ja nimittajit keskendén. Kertolaskussa on pariton maaréa negatiivisia
tulontekijoité, joten tulos on negatiivinen.

35 35 15
4 7 4.7 28

¢) Muutetaan kokonaisluku murtoluvuksi ja kerrotaan osoittajat ja nimittdjat keskendén.

5 I 51 5-1 5
3 13 1-3 3
Murtolukujen jakolasku
a ¢ a d_ad
b d b ¢ b
1.4.5 Esimerkki: jakolasku murtoluvuilla
Laske.
2 1
a) —:—
5 2
3 2
b) z:(—2
7 (53)
1
c) =:11
3
Ratkaisu:
a) Kerrotaan jaettava jakajan kaanteisluvulla.
2 1 22 22 4
52 51 5.1 5
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b) Kerrotaan jaettava jakajan kéénteisluvulla. Kertolaskussa on pariton maard negatiivisia
tulontekijoita, joten tulos on negatiivinen.

§.<_2)_§ (_§>__ﬁ__2
7\ 3) 7 2) 7.2 14

¢) Muutetaan jakaja murtoluvuksi ja kerrotaan jaettava jakajan kdanteisluvulla.

1 1-1 1

1
:11:—:—:—
3 3 11 3-11 33

1
3

1.4.6 Esimerkki: pizzan jakaminen
Ystavykset Aada, Hilda, lida ja Ville pédattivit menna syoméaén pizzeriaan. He tilasivat
pepperoni- seké vegepizzan, jotka he jakoivat seuraavasti:

Ville sanoi herrasmiehend, ettd han voi syoda jaljelle jaavat osuudet pizzoista viimeisena.

Aada leikkasi ensimmaéisenad itselleen 1 pepperonipizzaa ja 3 vegepizzaa. Hilda leikkasi toisena

1
jéljelld olevista pepperonipizzasta = ja vegepizzasta T lida leikkasi kolmentena jaljella olevasta

vegepizzasta puolet. Paljonko Villelle jéi pizzaa?

Ratkaisu:
. : . s s d) 1 4 1 3
Kun Aada leikkasi pepperonipizzaa, niin jéljelle jai *'1 — 11 1°71
. : ) o i 8) 1 8 1 7
Kun Aada leikkasi vegepizzaa, niin jaljelle jai 1 — - = - — — = —.
8§ 8 8 8
4.3 1 3 3
Kun Hilda leikkasi . i ialielle i (1 2y oL 3 _ 3
un Hilda leikkasi pepperonipizzaa, niin jaljelle jai ( 5) 1-5 190

13



Kun Hilda leikkasi vegepizzaa, niin jaljelle jai (1 — -) -
Kun Tida leikkasi . iin jalielle jai (1 1) B B
un lida leikkasi vegepizzaa, niin jaljelle jai 5) 335 33" 61

Vastaus:

Villelle jai siis 20 pepperonipizzaa ja o1 vegepizzaa.

Murtoluvut on tapana sieventdd muotoon, jossa osoittajana ja nimittajana on mahdollisimman
pienet kokonaisluvut. Taman voi allekirjoittaneen mielesta tehda helpoiten niin, ettd jakaa

on lukua 1 suurempi luonnollinen luku, joka on jaollinen vain ja ainoastaan itselladn ja luvulla
1.

Esimerkiksi 5 on alkuluku, koska se ei ole jaollinen muilla kokonaisluvuilla kuin 1 ja 5, mutta
10 = 5 - 2 ei ole alkuluku, silla se on jaollinen my6s luvuilla 5 ja 2.

1.4.7 Esimerkki: murtolukujen sieventadminen alkulukujen avulla

Sievenna murtoluvut muotoon, missé osoittajana ja nimittdjina ovat mahdollisimman pienet
kokonaisluvut.

T B
Yoo e 112
Ratkaisu:

a)
Luku 11 on alkuluku, mutta luku 77 hajoaa alkutekijoihin seuraavasti 77 = 11 - 7.
11 p%t 1

Nyt voidaan sieventaa: o = e =

b)
Luku 32 hajoaa alkutekijoihin seuraavasti 32 = 2° = 2-2-2-2-2 ja luku 64 seuraavasti
64=20=2.2.2.2.2.2,

N "R 25 2505 2 SR
Nyt voidaan Sleventaua.&—2./2(.2.2(.2(‘2_5
c)

Luku 36 hajoaa alkutekijoihin seuraavasti 33 = 2-2-3-3 ja luku 112 seuraavasti 112 = 2-2-2-2.7.
36 -2-3-3 3-3 9
Nyt voidaan sieventaa: 113 = _Z?ZZ-YQ ST 337~ ag

HUOM! Samaan lopputulokseen olisi pdédsty supistamalla:

362 182 9
112 56 28
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2. Yhtalo

Tassa kappaleessa késitelladn yhtaloita. Keskitymme ensimmaisen asteen yhtaloiden seké yh-
taloparien ratkaisemiseen. Kappaleeseen liittyvat tehtavit omat omalla sivullaan.

Aluksi palautetaan mieleen yhtélon késite alla olevan yhtélovaa’an avulla. Vie muuttujia kuvaa-
via laatikoita ja ilmapalloja vaa’alle ja pyri saamaan vaaka tasapainoon ohessa olevan yhtalon
mukaan.

Kun vaa’an molempien puolien sisdltoé painaa yhta paljon, vaaka on tasapainossa. Vaaka sii-
lyttda tasapainonsa, jos sen molemmilta puolilta poistetaan tai molemmille puolille lisatédan
samanpainoiset kappaleet. Myos yhtéalolle voidaan tehdé vastaavat toimenpiteet.

i

il

(0 9 0 (0 (7
(0 &9 &0 69 (7

fTﬁTﬁT

FELERERTR R

HHHHJHHHH/."HHHHHHHH

/l

HIHHHHHHH/

i;‘HHHJ‘HHHHHH;‘HI;‘.‘HHUHH;‘HHHHHHHI

.-‘l'/ //',;’l 1

2.1 Peruskasitteita

Merkittya laskutoimitusta tai pelkkaéd lukua kutsutaan lausekkeeksi. Lausekkeita ovat esimer-
kiksi
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r+3,a+bjas.

Kun kaksi lauseketta merkitadn yhta suuriksi, muodostuu yhtdlo. Yhtaloita ovat esimerkiksi

r+3=8jaa+b=0.

Yhtéloissa esiintyy yleensa yksi tai useampia muuttujia, joita merkitadn kirjaimilla. Y1la olevissa
yhtaloissa muuttujia ovat x, a ja b. Niita muuttujan arvoja, jotka toteuttavat yhtdlon, sanotaan
yhtalon ratkaisuiksi tai yhtalon juuriksi.

2.1.1 Esimerkki: onko kysytty luku yhtidlon ratkaisu

Olkoon yhtalo 3z + 2 = —2x — 8. Onko luku
a) 2
b) —2
yhtalon ratkaisu?
Ratkaisu:
Tutkitaan, onko yhtalo tosi, kun sijoitetaan luku yhtdloon muuttujan x paikalle.

a) Sijoitetaan x = 2, jolloin

3.242=-2.2-38
8=—12

epatosi

joten 2 ei ole yhtédlon 3x 4+ 2 = —2z + —6 ratkaisu.

b) Sijoitetaan z = —2, jolloin

joten —2 on yhtéalon 3z + 2 = —2x + —6 ratkaisu.
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2.2 Ensimmaisen asteen yhtilo

Ensimmaiisen asteen yhtalo
Ensimmdaisen asteen yhtdloksi sanotaan yhtéloa, joka voidaan saattaa muotoon

ax +b=0,

jossa a # 0.

\.

Ensimmaisen asteen yhtalolla on tasmélleen yksi ratkaisu.

2.2.1 Todistus

ar+b=0 |—b
ar = —b | :a,a#0
b
T =—=
a

b
Luku —— on siis yhtélon ainoa ratkaisu. [J
a

2.2.2 Esimerkki: ensimmaisen asteen yhtalon ratkaiseminen

Ratkaise yhtalo 21x — 3 = 0.
Ratkaisu:

21z —3 =0 | +3
21z =3 |21
3
YT o1
1
tT7

1
Vastaus: © = -

Jos ensimmaéisen asteen yhtédlo halutaan ratkaista graafisesti, piirretdan suora y = ax + b ja

katsotaan kuvaajasta kohta, jossa suora leikkaa x—akselin. Siind kohdassa y = 0.

2.2.3 Esimerkki: ensimmaiisen asteen yhtdlon ratkaiseminen graafi-

sesti
Ratkaise graafisesti yhtalo —2z + 2 = bx — 2.

18



Ratkaisu:

Sievennetdén yhtdlo ensin muotoon ax + b = 0 yhdistamalld termit samalle puolelle.

—2rx+2=5xr—2
—2c4+2-5x+2=0
—Trx+4=0
Piirretddan nyt suora y = —7x + 4 sopivalla ohjelmalla ja selvitetdan suoran ja z—akselin

leikkauskohta.

= —7x+4

4
Suora leikkaa x—akselin, kun z = 7 joten tama on yhtélon ratkaisu.

4
Vastaus: z = -

Yhtalon ratkaiseminen perustuu siihen, ettd yhtalolle tehtdavat toimenpiteet pitaviat yhtalon
yhtapitdvanda eli yhtalon ratkaisut pysyvat samoina. Ylla olevissa esimerkeissa jo jaoimme ja
vahensimme yhtaloa puolittain. Yleiset yhtélon ratkaisun toimenpiteet ovat esitelty kertauksen
vuoksi alapuolella.
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Yhtalon ratkaiseminen
1) Puolittain lisiaminen tai vihentaminen

1=1 |+3
4=4 | -2
b= %
—dr+3=—4z+3 |—3
—4x = —4x | + 4z
0=0

2) Puolittain kertominen ja jakaminen nollasta eroavalla luvulla

4=4 £ 2
2—2 | (—10)
—20 =-20
3xr+9=3z+9 |:3
r+3=x+3 |- (—1)
= = B = =45 = &

3) Yhtélon puolien vaihtaminen keskenédén

20+ 1 =4z
dy =2x + 1

Néiden ominaisuuksien avulla voimme johtaa yhtalon ratkaistuun muotoon, missa yhtalon toi-
sella puolella on ratkaistavissa oleva muuttuja ja toisella lukuarvo. Nain saadaan maaritettya
yhtéalon kaikki juuret.

Huom! Yhtéapitavyytta merkitdan ekvivalenssinuolella <. Ekvivalenssinuolta tulee kayttad, jos
keskendan yhtapitavat yhtalot kirjoitetaan rinnakkain. Téssa kirjassa yhtaloitda ratkaistaan
paasaantoisesti allekkain ja ekvivalenssinuolet jatetdan merkitseméatta.

2.2.4 Esimerkki: yhtalon ratkaiseminen ja ratkaisun tarkistus

Ratkaise yhtalo 2oz 4+ 1 = —x + 2.
Ratkaisu:
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2r4+1=—x+2 |+ z

3xr+1=2 | —1
3r=1 |:3
__1
T3

1
Vastaus: x = 3
Tarkistus:

1
Ratkaisun voi tarkistaa sijoittamalla vastaus z = 3 yhtaloon:

Wl Wl

+
+

+
Wl TTW| W =

WIN o) =
+
wloe N

I
wl| ot

tost

Ratkaisun voi tarkistaa myo6s hyodyntdmalla laskinohjelmistoja. Alla ndytetddn, miten se on-
nistuu Geogebran CAS-laskimella.

R]A 7LD OO &L N =2

Ratkaise(2 x + 1 = —x + 2)

2.2.5 Esimerkki: ratkaisuja ei yhtaan tai dareton maara

Ratkaise yhtalo.

8) —5(2z — 1) = —dz — 2(3z — g)
2 —
b) 4z — 33x = bz
Ratkaisu:
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—5(2z — 1) = —4x — 2(3z — ;)
—10x +5 = —4z — 62+ 5
10z +5=—10z +5 -5
—10z = —10x | + 10z
0=0
tosi

Yhtalo on tosi riippumatta muuttujan z arvosta. Siispd yhtélolla on &ddrettomén monta
ratkaisua ja se toteutuu kaikilla 2 € R (lue: “z kuuluu reaalilukuihin”).

b)
2—3x
4 — 5 = Sx -3
122 — 24 3z = 152
152 — 2 = 15z | — 15z
—2=0
epatosi

Yhtalo on epatosi riippumatta muuttujan x arvosta, joten yhtalolld ei ole ratkaisua.

Vastaus:

a) x € R
b) Yhtélolla ei ole ratkaisua.

Huom! Esimerkin 3.2.3 yhtalot eiviat voi olla ensimmaéisen asteen yhtéloita, silli ensimmaéisen
asteen yhtalolla on aina tdsmalleen yksi ratkaisu.

Ristiin kertominen
Olkoon a,b,c,d € R ja b,d # 0. Tall6in voidaan sieventéa

a c
2 _Z b
b d |
c
=b-— -d
a - |
ad = be

Eli voidaan kertoa ristiin tallaista muotoa olevat yhtalot.

22



2.2.6 Esimerkki: murtoyhtiloiden ratkaisemista

Ratkaise yhtélot.

2 3
a) —=—
r
2 3
b —
>x+1 xr—1

Ratkaisu:

Murtolauseke ei ole maéritelty silloin, kun nimittajassa on luku 0. Tama tulee ottaa huomioon
yhtalon ratkaisujen tarkastelussa. Saatu vastaus ei valttamétta kelpaa yhtalon ratkaisuksi.

a)

8w

[kerrotaan ristiin

SHEN

x | — 2z

DO
8 8
I

o W

Murtolauseke on maaritelty silloin, kun nimittajat saavat nollasta poikkeavat arvot. Nyt tulee

olla x #+ 0, jotta alkuperaisen yhtdlon lausekkeet — ja — on méaritelty. Siispé, yhtalolla ei ole

T T
ratkaisua.
b)
2 3 s
— |kerrotaan ristiin
r+1 r—1
2@ —1)=3(z+1)
20 —2=3x+ 3 |+ 2
20 =3x+5 | — 3z
—r =5 [+ (=1)
r=-—5

Nyt tulee olla z # —1 ja x # 1, jotta alkuperdisen yhtélon lausekkeet on madritelty. Siispa
x = —H on kaypa ratkaisu.

Vastaus:

a) Yhtélolla ei ole ratkaisua.

b) x =-5

2.3 Yhtalo sovelluksissa

Usein matemaattisten ongelmien ratkaisemissa kaytetdan hyvaksi yhtaloa. Nyt erona edellisiin
esimerkkeihin yhtalo on laadittava itse. Ennen yhtalon laatimista téaytyy vield valita muuttuja.
Muuttujaksi kannattaa yleensa valita tehtavinannossa kysytty seikka.
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2.3.1 Esimerkki: ongelmanratkaisu yhtialon avulla

Kun kolme perdkkaista kokonaislukua lasketaan yhteen saadaan 111. Mitka kolme lukua ovat
kyseessa?
Ratkaisu:

Merkitadn ensimmaéista lukua muuttujalla z. Talloin kaksi seuraavaa kokonaislukua ovat x + 1
ja x + 2. Tastd saadaan muodostettua yhtalo.

z+(xz+1)+(z+2) =111

3r+3=111 |—3
3r = 108 |:3
~ 108
Ty
r = 36

Perékkaiset luvut ovat siis 36, 36 + 1 = 37 ja 36 + 2 = 38.
Vastaus: 36, 37 ja 38

2.3.2 Esimerkki: kesatyopalkan ratkaiseminen

1 1 2
Villen kesatoiden palkoista meni uuteen puhelimeen 5 festareihin — ja vuokraan —. Kuinka

paljon Ville tienasi kesélld, kun edelldluettujen vihennysten jéalkeen palkasta oli jaljella 801 €.

.

Ratkaisu:
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Valitaan muuttujaksi x Villen kesilta tienaama palkka. Palkka z koostuu siis uudesta puhe-

x x x
limesta = festareista = vuokrasta = seké jaljella jadvasta osuudesta. Saadaan kirjoitettua
yhtalo.

r x 2
g+?+€+801—x ’-35
35  35x 35-2z
5 + 7 + 5
Tr + 5x + 14x 4 28035 = 35z
35x — Tx — bx — 14z = 28035

+ 35 - 800 = 35z

9z = 28035
28035
r=—
9
r = 3115
Vastaus: Ville tienasi kesélla 3115 €.
2.4 Yhtalopari
Yhtalopari
Yhtdlopari muodostuu kahdesta yhtélosta, esimerkiksi
20 —y+3=0
—Az+2y+1=0

Yhtéaloparin ratkaisu on lukupari (z,y), joka toteuttaa molemmat yhtélét. Muuttujia voidaan
merkitda myos muilla kirjaimilla.

Yhtaloparin ratkaisemisessa kasin voidaan kayttaa joko sijoitus- tai yhteenlaskukeinoa. Na-
ma menetelmét esitelladn seuraavissa esimerkeissa.

2.4.1 Esimerkki: yhtidloparin ratkaiseminen sijoituskeinolla

Ratkaise yhtéalopari

2r+y==6

3r+2y =2
Ratkaisu:

20 +y==6

(1)

3x 42y =2
(2)
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Ratkaistaan esimerkiksi yhtalosta (1) muuttuja y muuttujan x suhteen. Saadaan yhtalo

y=—2x+6 (3

Sijoitetaan yhtalo (3) yhtéloon (2), jolloin saadaan

3z +2(—2x+6) =2
3r—4r+12=2
—x =—10
x =10

Muuttujan y arvo saadaan sijoittamalla x = 10 yhtdloon (3).

y=-—2-10+46=—-20+6=—14

Vastaus:
xr =10
y=—14

2.4.2 Esimerkki: yhtialoparin ratkaiseminen yhteenlaskukeinolla

Ratkaise yhtalopari

20 +y =26
3x+2y =2
Ratkaisu:

Kerrotaan ensin yhtalot luvuilla, jotka tekevat muuttujan x kertoimet toistensa vastaluvuiksi,
ja lasketaan saadut yhtalot yhteen.

3r +2y =2 | -2
—6x — 3y = —18

N y
6 +4y =4

—3y+4y=—-18+4
y=-—14

{2x+y:6 |- (—3)
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Taméan jalkeen kerrotaan yhtélot luvuilla, jotka tekevat muuttujan y kertoimet toistensa vas-
taluvuiksi, ja lasketaan saadut yhtalot yhteen.

20 +y=6 |- (—2)
3r 42y =2 |1

—4xr — 2y = —12
+
3r + 2y =2

— 4+ 3z =-12+2
=10

Vastaus:
r =10
y=—14

2.4.3 Esimerkki: yhtidloparin ratkaiseminen Geogebralla

Yhtéaloparin ratkaiseminen Geogebran CAS-laskimella onnistuu syottamaélla aluksi yhtaloparin
molemmat yhtalot laskimeen. Yhtaloité ei tarvitse valttamatta muokata muotoon y = ax + b.

E] =~ v %) x=x= [ ®

1 2x+y =6
- 2x+y=6
2 3x+2y =2

— 3Ix+2y=2

Kun yhtélot on syotetty laskimeen, valitaan ne molemmat pitdmaélla ctrl— nappéainté pohjassa
ja klikkaamalla vasemmasta palkista yhtaloiden vieresta. Kun yhtalot on valittu, palkki muut-

X =
tuu siniseksi. Lopuksi klikkaa yldpalkista -symbolia ja laskin kertoo yhtaloparin ratkaisun.
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E] =V 31-55 () ?\_.—l x= x= f J' .i

1 2x+y =056
- 2x4+y=06
2 3x+2y =2

- 3x4+2y=2
3 {%1,%2}
Ratkaise: {{x =10,y = —14}}

Yhtéloparin graafinen tarkastelu saattaa auttaa hahmottamaan paremmin tilanteen ja ratkai-
sujen lukuméaran. Yhtaloparin ratkaisuja ovat ne pisteet, jotka ovat kummankin yhtélon ku-

vaajalla.

Piirretadn edellisten esimerkkien yhtalopari koordinaatistoon. Yhtaloiden kuvaajat ovat suoria
ja niiden piirtdmisen helpottamiseksi ratkaistaan yhtalot muuttujan y suhteen.

20 +y =26
y=—2x+6
3z + 2y =
2y = —3x + 2
3
y=——x+1
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Suorien leikkauspiste (10,—14) on ainoa piste, joka toteuttaa molemmat yhtalot, joten se on

yhtéaloparin ainoa ratkaisu.

2.4.4 Esimerkki: yhtaloparilla ei ratkaisua

Ratkaise yhtalopari

20z — 15y = 50
30y — 40z = —30

Ratkaisu:

Kaytetdan yhteenlaskukeinoa.

20z — 15y = 50 | -2
—40z + 30y = —30 |1
n 40x — 30y = 100
—40z + 30y = —30
0=70 epatosi

Vastaus: Yhtaloparilla ei ole ratkaisua.

Tarkistus:

29
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Ratkaistaan yhtalot muuttujan y suhteen.

20z — 15y = 50
15y = 202 + 50
4 10
YT3t Ty

30y — 40z = —30

30y = 40z — 50
4 5
= —r — —
Yy=3%73

Suorat ovat yhdensuuntaiset (sama kulmakerroin), joten niilld ei ole yhteisiad pisteita. Siksi
yhtéloparilla ei ole ratkaisua.

2.4.5 Esimerkki: yhtaloparin ratkaisuna kaikki suoran pisteet

Ratkaise yhtalopari

4r — 3y = —9
—12z2 + 9y = 27
Ratkaisu:

Kaytetaan yhteenlaskukeinoa.
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{4x—3y:—9 -3

—12x 4+ 9y = 27 |- 1

122 — 9y = —27
—12x 4+ 9y = 27

0=0 tosi

Koska paadyttiin yhtaloon, joka on aina tosi, yhtaloparin ratkaisuja ovat kaikki lukuparit (x, y),
joilla pétee

4r — 3y = —9
3y=4x+9
1 +3
= -z
Y73
Vastaus:
z € R
Y= %x +3
Tarkistus:

Kun yhtélot ratkaistaan muuttujan y suhteen, saadaan molemmista ratkaisuksi

4
y:§x+3

? y==-x+3
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Yhtéloiden kuvaajana on siis sama suora, joten yhtaloparin ratkaisuna on kaikki suoran y =

4
gx + 3 pisteet.

2.4.6 Esimerkki: yhtalopari sovelluksessa

Sonja haluaa suorakulmion muotoisen poytéliinan, jonka pituus on 40 cm suurempi kuin sen
leveys. Sonja 10ysi kaupasta mieleistddn kukallista kangasta ja sithen sopivaa reunanauhaa.
Maarita poytaliinaan tarvittavat mitat, kun reunanauhaa kaytetdaan 6,0 m.

Ratkaisu:

Valitaan muuttujaksi x poytaliinan leveys ja muuttujaksi y pituus. Koska pituus on 40 cm
suurempi kuin leveys, saadaan ensimmaiseksi yhtaloksi y = x 4+ 40. Reunanauhaa on 6,0 m =
600 cm, joten toiseksi yhtaloksi saadaan 2x + 2y = 600 (suorakulmion piiri on 2 - leveys + 2 -
pituus). Saadaan siis yhtélopari

y=x+40
2z + 2y = 600

Koska ensimmainen yhtalé on ilmoitettu valmiiksi muuttujan y suhteen, voidaan sijoittaa se
suoraan toiseen yhtaloon.

2z + 2(x + 40) = 600
2z + 2z + 80 = 600
4xr = 520

x =130

Muuttujan y arvo saadaan sijoittamalla x = 130 ensimmaiseen yhtaloon.
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y = 130 + 40 = 170

Eli poytéliinan kangaspalan leveys on 130 c¢m ja pituus 170 cm.

Vastaus: leveys 130 cm ja pituus 170 cm
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3. Verrannollisuus ja prosenttilaskenta

Tassa kappaleessa késitelladn verrannollisuutta seka prosenttilaskentaa, jotka ovat matematii-
kan yleisia sovelluskohteita. Verrannollisuudesta kerrataan suoraan sekéd kaantden verrannol-
lisuus ja prosenttilaskennasta kaydadn lapi yleisimmét tehtéavatyypit. Kappaleeseen liittyvét
tehtavit ovat omalla sivullaan.

El

iz v o Al E |
O LI DB

3.1 Suoraan verrannollisuus

Kun tyoskennellaén tuntipalkalla ansaitaan sitd enemman, mita useampi tunti tyoskennelldan.
Palkka ja tehtyjen tuntien méara kasvavat siis samassa suhteessa. Kun esimerkiksi tyotuntien
maara kasvaa kolminkertaiseksi, myos palkka kolminkertaistuu. Tallaisia suureita, joiden suhde
on aina vakio, sanotaan suoraan verrannollisiksi.

Suoraan verrannollisuus
Suureet x ja y ovat suoraan verrannolliset, jos y saadaan kertomalla z vakiolla k eli jos

y = kx.

Vakio k on nimeltdan verrannollisuuskerroin.

Yhtalo y = kx saadaan muotoon L k, josta nahdéan etta suoraan verrannollisten suureiden
x
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. .. . ) Yy .Y xz
suhde on vakio. On siis voimassa verranto 2+ = 22 elj 2t = ZL,
Ty Ty Ya Lo

Suoraan verrannollisuutta kuvaa graafisesti origon kautta kulkeva suora.

3.1.1 Esimerkki: hinnan riippuvuus maarasti Geogebralla

Tutkitaan esimerkkiné suoraan verrannollisuudesta hinnan riippuvuutta méaarasta. Ostettujen
tuotteiden hinta y (€) on suoraan verrannollinen niiden maaraan x (kpl) eli

y = kz,

missa vakio k kertoo yksittaisen tuotteen kappalehinnan.

Alla on Geogebralla taulukoituna toisiaan vastaavia suureiden arvoja seké oheen piirretty arvoja
vastaavat pisteet koordinaatistoon. Jos pisteiden kautta piirrettaisiin kuvaaja, se olisi muotoa
y = kx oleva suora. Suoran kulmakertoimena on tuotteen kappalehinta, jota voi sadtad liu-
kusdatimesta.
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K= =|zzgn | Kappalehinta =6
= | = J| 7 - 80 - .
A B
70 4
NEETE] Hinta a
1 6 60 4 °
2 12 °
3 18 501 e
4 24 0. °
5 30 ®
I 36 30 4 [ ]
7 42 " ®
8 48 e
9 54 10 4 ¢
10 60 hd
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 1
_10 4

3.1.2 Esimerkki: sovellus suoraan verrannollisuudesta

Vuotavasta vesihanasta tippuu tasatahtia 6 pisaraa 10 sekunnissa. Kuinka monta vesipisaraa
hanasta tippuu 2 minuutissa?

Ratkaisu:

Olkoon pisaramaaré z ja aika y. Koska pisaramaéra ja aika ovat suoraan verrannollisia suureita,
niin
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Ty Lo

Merkitédén x; = 6, y; = 10 (s) ja y5 = 2 - 60 = 120 (s). Ratkaistaan x5, joka kuvaa kysyttya
pisaramaaraa.

h_b | kerrotaan ristiin
Ty T2
Y1l = Yoy |y
x
Ty = ks | sijoitetaan arvot
Y1
120 -6
€T =
2 10
CEQ - 72

Vastaus: 72 pisaraa

3.2 Kaantaen verrannollisuus

Kun ajetaan polkupyoralla, samaan matkaan menee lyhyempi aika, mita kovempaa pyorélla
polkee. Kun esimerkiksi nopeus kasvaa kaksinkertaiseksi, matka-aika lyhenee puoleen. Téllaisia
suureita, joiden tulo on aina vakio, sanotaan kddntden verrannollisiksi.

Kaantiaen verrannollisuus
Suureet = ja y ovat kdédntden verrannolliset, jos y saadaan jakamalla vakio k suureella x

eli jos y = —.
x

k
Yhtalo y = — saadaan muotoon xy = k, josta nahdaan etté kadntden verrannollisten suureiden
x
x
tulo on vakio. On siis voimassa myos yhtalo z,y; = x5y, eli Tz
2 T

Kaantaen verrannollisten suureiden kuvaaja on hyperbeli.
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3.2.1 Esimerkki: sovellus kadantaen verrannollisuudesta

Kylpyhuoneen lattian kaakelointiin tarvitaan 360 kappaletta vaaleanpunaisia 10 cm x 10 cm-
kokoisia laattoja. Kuinka paljon laattoja tarvittaisiin, jos niiden koko olisi 10 cm x 10 cm?

Ratkaisu:

Olkoon x laattojen mééra ja y niiden koko. Laattojen mééra ja koko ovat kadntaen verrannollisia
suureita, joten

L1Y1 = L2Y2

Merkitidén x; = 360, y; = 10-10 = 100 (cm?) ja y, = 1212 = 144 (cm?). Ratkaistaan x,,
joka kuvaa kysyttya laattamadraa.
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T1Y1 = T2Y2 ‘ * Y

Ty = Nt | sijoitetaan arvot
Y2
_860-100
2T 144
2y = 250

Vastaus: 250 laattaa

3.3 Prosentti

Prosentin nimitys tulee latinan kielesté per centum, joka tarkoittaa yksi sadasta. Prosentti siis
tarkoittaa sadasosaa, ja sen merkki on %. Prosenttia kaytetaan suhteellisen osuuden ilmoitta-
miseen.

Prosentti

1
1 tti=1%=— = 1
prosentti % 100 0,0

3.3.1 Esimerkki: prosenttiluvun muuttaminen desimaaliluvuksi

[lmaise sadasosina ja desimaalilukuna.

a) 3%

b) 15 %

c) =72 %
d) 125,6 %

Ratkaisu:

1
Kerrotaan prosenttiluku murtoluvulla 100" Talloin saadaan murtoluku, jonka osoittaja kertoo

suoraan desimaaliluvun sadasosat.

a) 3%:3-ﬁ:%:0,03

b) 15%:15-%:%:0,15

c) _72%:_72'Ti():_%:_0’72
d) 125,6%:125,@1—(1)0:%:1,256

Prosenttiluvun muunnos desimaaliluvuksi vastaa siis kdytannossa pilkun siirtamistéd kahden
numeron verran vasemmalle.
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3.3.2 Esimerkki: luvun muuttaminen prosenttiluvuksi

[lmaise prosentteina.
a) 0,05
b) 7,92
c) 0,024

Ratkaisu:

Kerrotaan desimaaliluku sadalla, jolloin vastauksena saadaan suoraan prosenttiluku. Murtolu-

kua muutettaessa prosenttiluvuksi, lavennetaan luku ensin muotoon, jossa nimittajana on luku
100.

a) 0,05 =100%-0,05=5%
b) 7,92 =100 % - 7,92 = 792 %
¢) 0,024 =100 % - 0,024 = 2,4 %

4 80
d) 202 =_— =80%
AT ’
Desimaaliluvun muunnos prosenttiluvuksi vastaa siis kaytdnnossa pilkun siirtamistéd kahden
numeron verran oikealle.

Seuraavaksi kaydaan lapi videollakin esiteltyja, tyypillisimpié prosenttilaskuihin liittyvia tehta-
vatyyppeja esimerkkien kanssa.

Kuinka paljon on p prosenttia luvusta a?
Kun kysytadn kuinka paljon p prosenttia on luvusta a, niin téalloin lasketaan tulo

pb-a

Tulossa luku p ilmaistaan sadasosina tai desimaalilukuna.

3.3.3 Esimerkki: p prosenttia luvusta a

Opiskelijaryhmén 32 opiskelijasta 62,5 % on tyttoja. Talloin tyttoja on

1
62,5 — -32=10,625- 32 = 20.
7100 ’

3.3.4 Esimerkki: opintorahan verotus

Opintorahasta pidatettiin veroa 10 % ennen vuotta 2019. Kuinka paljon opiskelija joutui vuo-
dessa maksamaan veroa opintorahastaan, kun opintorahan suuruus oli 250, 96 €/kk?
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Ratkaisu:

Opiskelija saa vuodessa opintorahaa yhteensa 12 - 250,96 €. Tastd verotetaan 10 %, joten
verotettava maara on:

10
10 % 12 250,96 = o - 12 250,96 = 301,152 ~ 30, 15 (euro).

(Todellisuudessa opintoraha on verotonta, mutta siitd verotettiin tehtdvanannon mukainen
10 %, jonka sai vuoden paatteeksi veronpalautuksina takaisin. Opintorahan pystyi halutessaan
my6s nostamaan suoraan verottomana. )

Vastaus: 30,15 €

Kuinka monta prosenttia luku a on luvusta b7
Kun kysytaan kuinka monta prosenttia a on luvusta b, niin kyseessa on suhdelasku

a
b?

joka muunnetaan prosenteiksi.

3.3.5 Esimerkki: montako prosenttia luku a luvusta b
Kuinka monta prosenttia luku 7 on luvusta 307

7 70
30 00 % 3 % 3,33... % 3,3%

3.3.6 Esimerkki: veroprosentin laskeminen

Edmonton Oilersin NHL-jéakiekkoilija Connor McDavidin bruttopalkka on 12 500 000 dollaria
ja tdman veronpidatys 5 966 250 dollaria. Mikd on McDavidin veroprosentti?

41



Lahde: Sportsnet

Ratkaisu:

Lasketaan veronpidatyksen suhde bruttopalkkaan ja muutetaan tdma prosenteiksi:

5 966 250

— =10,4 ~ 048 =4
12 500 000 0,4797 ~ 0.48 8%

Vastaus: Veroprosentti on 48 %.

3.4 Muutos- ja vertailuprosentti

Prosenttiluvuilla kuvataan myos suureen muutosta alkuperaisesta arvosta.
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Muutosprosentti
Kuinka monta prosenttia muutos on?

muutos

100 %

alkuperéinen arvo

HUOM! Prosenttiyksikkd on absoluuttisen pronsenttimadrédn yksikkoé. Esimerkiksi koron
noustessa 10 prosentista 11 prosenttiin:

o korko kasvaa 10 prosenttia
o korko kasvaa yhden prosenttiyksikon

3.4.1 Esimerkki: vuokran muutos prosentteina

Vuokra nousi 327 eurosta 333 euroon. Kuinka monta prosenttia vuokra nousi?
Ratkaisu:
Tapa 1:

Lasketaan vuokran muutoksen suuruus:

333 — 327 = 6 (euroa)

Lasketaan muutoksen suhde alkuperéiseen vuokraan:

6
— R~ 18=1
397 0,018 , 8%

Tapa 2:

Lasketaan suoraan uuden vuokran suhde alkuperaiseen vuokraan:

333
— ~ 1,018 =101, 8
327 ’ 8%

Lasketaan suhteen ja alkuperdisen vuokran véilinen ero, kun alkuperaistd vuokraa vastaava
osuus on 100 %:

101,8 % — 100 % = 1,8 %

Vastaus: Vuokra nousi 1,8 %.
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3.4.2 Esimerkki: prosentti vs. prosenttiyksikko

Vuoden 2007 uusista ylioppilaista 57 % ei jatkanut tutkintoon johtavassa koulutuksessa val-
mistumisvuonnaan. Vuonna 2017 uusista ylioppilaista 72 % ei jatkanut tutkintoon johtavassa
koulutuksessa valmistumisvuonnaan.

a) Kuinka monta prosenttiyksikkod tutkintoaan jatkamattomien méaara kasvoi vuodesta
2007 vuoteen 20177

b) Kuinka monta prosenttia tutkintoaan jatkamattomien osuus kasvoi vuodesta 2007 vuo-
teen 20177

Ratkaisu:
a) Lasketaan muutos prosenttiyksikoissa 72 — 57 = 15.
Tutkintoaan jatkamattomien maara kasvoi 15 prosenttiyksikkoé.

b) Tutkintoaan jatkamattomien osuus kasvoi 15 prosenttiyksikkod, jonka osuus alkuperii-
sestd osuudesta on:

15
— ~ 0,263 = 26,3%.
57 Y 7%

Tutkintoaan jatkamattomien osuus kasvoi 26, 3%.
Vastaus:

a) 15 prosenttiyksikkoa
b) 26,3%

Vertailuprosentti lasketaan samaan tyyliin kuin muutosprosentti.

Vertailuprosentti
Kuinka monta prosenttia a on suurempi kuin b7

a—>b

5 -100 %

Kuinka monta prosenttia b on pienempi kuin a?

a—>b

a

-100 %
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3.4.3 Esimerkki: vertailuprosentit

Iltalehden tietojen mukaan Vaasalaisen jadkiekkoseura Sportin pelaajabudjetti kaudella 2018 —
2019 oli 1,5 miljoonan euron suuruinen, kun taas Helsinkilaisen HIFK:n budjetti oli 3,25
miljoonaa euroa.

a) Kuinka monta prosenttia Sportin pelaajabudjetti oli pienempi kuin HIFK:n?
b) Kuinka monta prosenttia HIFK:n pelaajabudjetti oli suurempi kuin Sportin?

Ratkaisu:
a) Lasketaan, kuinka monta prosenttia budjettien erotus on HIFK:in budjetista.

3,25 milj. € — 1,5 milj. €
3,25 milj. €

~ 0,538 = 53, 8%

Sportin pelaajabudjetti oli 53,8 % pienempi kuin HIFK:n.

b) Lasketaan, kuinka monta prosenttia budjettien erotus on Sportin budjetista.

3,25 milj. € — 1,5 milj. €

~ 1,167 = 116,7
1,5 milj. € ’ 7%

HIFK:n pelaajabudjetti oli 116,7 % suurempi kuin Sportin.

(Tehtavén olisi voinut ratkaista myos esimerkin 4.2.1 toisella tavalla)

Vastaus:
a) 53,8 %
b) 116,7 %

3.5 Muuttuneen arvon laskeminen

Kun positiivinen luku a kasvaa p %, saadaan

100 100
Samoin kun a pienenee p %, saadaan
p p
— b= (-0
100 100

Néin saadaan laskettua muuttunut arvo.
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Korotus
Miké luku on p % suurempi kuin a?

p

14+ £
ST
Alennus
Mika luku on p % pienempi kuin a?
p
[ —
(1= 700

3.5.1 Esimerkki: talletuksen arvo koron jilkeen
Pankki tarjoaa 2,5% korkoa vuotuiselle talletuksella. Paljonko pankki antaa vuoden lopuksi
takaisin
a) 1225 euron
b) 555 555 euron
talletuksesta?
Ratkaisu:

a) Pankki tarjoaa 2,5 % korkoa, joten vuoden lopuksi talletuksen suuruus on 100%+2, 5% =
102, 5% alkuperaisesta. Kerrotaan télla alkuperaisen talletuksen suuruus:

102,5 % - 1225 = 1,025 - 1225 = 1255, 625 ~ 1256 (euroa)

b) Pankki tarjoaa 2,5 % korkoa, joten vuoden lopuksi talletuksen suuruus on 100 % +
2,5 % = 102,5 % alkuperiisestd. Kerrotaan talla alkuperaisen talletuksen suuruus:

102,5 % - 555 555 = 1,025 - 555 555 = 569 443, 8750 ~ 569 444 (euroa)

Vastaus:

a) 1256 €
b) 569 444 €

3.5.2 Esimerkki: osakkeiden hinta laskun jalkeen

Nokian osakkeet laskivat aamupaivalla 10,9 %. Kuinka paljon maksaa aiemmin

a) 1000 euroa

b) 12 475 euroa

maksaneet osakkeet?

46



Ratkaisu:

a) Osakkeet laskivat 10,9 %, joten uusi osakkeiden hinta on 100 % — 10,9 % = 89,1 %
alkuperéaisesta. Kerrotaan talla alkuperainen hinta:

89,1 % - 1000 = 0,891 - 1000 = 891 (euroa)

b) Osakkeet laskivat 10,9 %, joten uusi osakkeiden hinta on 100 % — 10,9 % = 89,1 %
alkuperéisestd. Kerrotaan télla (desimaaliluku) alkuperdinen hinta:

0,891 - 12475 =11 115,22500 = 11 115 (euroa)

Vastaus:

a) 891 €
b) 11 115 €

3.5.3 Esimerkki: epaonnistunut myyntikikkailu

Viekas kaupistelija ajatteli, ettd jos han nostaa ensin joulusuklaan hintaa 75 % ja tamén jalkeen
ilmoittaa asiakkaillensa, etta joulusuklaa on 60 % alennuksessa, niin hén saisi alennusmyynnin
turvin myytya suklaata alkuperiistd hintaa kalliimmalla.
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Oliko kauppias oikeassa? Jos suklaan lahtohinta oli 5,60 €, kuinka paljon se maksoi myynti-
kikkailujen jalkeen?

Ratkaisu:
Kauppias korottaa hintaa 75 %, jonka jalkeen hinta on 1,75 -5, 60 €.

Korotettua hintaa alennetaan 60 %, jonka jilkeen uusi hinta on 0,4 -1,75-5,60 € = 0,7 -
5,60 € = 3,92 €.

Kauppiaan myyntikikkailujen jalkeen uusi hinta on siis 70% alkuperaisesta eli 3,92 €. Kauppias
myy nyt 100% — 70% = 30% halvemalla joulusuklaataan.

Vastaus: Kauppias oli vadrassa ja uusi hinta oli 3,92 €.

3.6 Prosenttilausekkeita ja -yhtaloita

Katsotaan lopuksi esimerkkeja, joissa yhtalon ratkaisua kédytetadn hyviaksi prosenttilaskennan
tehtavissa.

3.6.1 Esimerkki: uusi arvo prosenttilausekkeena

Olkoon x tietokoneen hinta. Ilmaise lausekkeena tietokoneen uusi arvo, kun

a) hinta nousee 30 %
b) hinta laskee 15 %

Ratkaisu:

100 + 301: 130

— —1.3
100 100" =
(Lausekkeen voisi muodostaa myos siten, etté lisdd alkuperdiseen osuuteen 30 % korotuksen eli
100 % + 30 % = 130 % = 1, 3 ja kertoo télla alkuperiisen hinnan.)
100 — 15 85

x

100 &= 100 = 80T

a) Korotuskaavalla saadaan:

b) Alennuskaavalla saadaan:
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(Lausekkeen voisi muodostaa myos siten, ettda vihentaa alkuperdisestéd osuudesta 15 % alennuk-
sen eli 100 % — 15 % = 85 % = 0, 85 ja kertoo talla alkuperdisen hinnan.)

3.6.2 Esimerkki: alkuperiisen arvon laskeminen

Mika oli edellisen esimerkin tietokoneen alkuperdinen arvo, kun sen hinta korotuksen jalkeen
oli 907,40 €7
Ratkaisu:

Edellisen esimerkin lausekkeen avulla saadaan muodostettua yhtalo

1,3z = 907,4
. 907,4
T L3

z = 698

Vastaus: Tietokoneen alkuperéinen hinta oli 698 €.

3.6.3 Esimerkki: polttoainekustannusten muutos

Bensan hinta nousi viime viikon jalkeen 7,5 %, minka vuoksi perhe péatti, etta autolla ajetaan
puolet vihemmaén. Paljonko perheen tamén viikon polttoainekustannukset muuttuvat verrattu-
na viime viikon kustannuksiin?

Ratkaisu:

Merkitaan muuttujalla x polttoaineen hintaa viime viikolla.

Bensan hinta nousi 7,5%, joten uusi bensan hinta on 1,075x.
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Perhe ajaa autolla puolet vihemmaén, joten polttoaineeseen kuluu rahaa 0,5-1,075x = 0, 5375x.

—0,5375 0,4625
Muutos viime viikon kustannuksiin on ~—— S - 0,4625 ~ 46, 3%.
T x

Vastaus: Polttoainekustannukset vahenivét 46,3 %.

3.6.4 Esimerkki: hinnan korotus ja alennus alkuperiiseen

Hintaa h korotetaan ensin p %. Kuinka monta prosenttia tulisi korotettua hinta alentaa, jotta
hinta olisi alkuperéisen suuruinen?

Ratkaisu:

Merkitaan muuttujalla x alennusta prosentteina.

100 +p
100

Hintaa h korotetaan p %: h

100 — 2 100 4+ p
100 100
Muodostetaan ja ratkaistaan yhtalo, kun uuden hinnan tulee olla yhta suuri kuin alkuperéinen:

h

Korotettua hintaa alennetaan x %:

100 — 2 100 + p
h=nh th
100 100 |
100 — 2 100 + p
=1 - 100 - 100
100 100 |
(100 — x)(100 4 p) = 10000
10000 4 100p — 1002 — xp = 10000 | — 10000
100p — 100z — xp = 0 | + 100z + xp
100z + zp = 100p
x(100 4+ p) = 100p | : (100 4 p)
100p
xr =
100 4+ p
Vastaus: Op
100 4+ p
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4. Potenssi ja juuri

Tassa kappaleessa kasitelladn potenssilaskentaa seka potenssille kdanteistda laskutoimitusta
juurta, keskittyen nelio- ja kuutiojuureen. Kappaleessa kdydéan lapi potenssien ja juurien las-
kusdantoja, kymmenpotenssimuoto seka lopuksi perehdytaédn potenssiyhtiloon. Kappaleeseen
liittyvat tehtévat ovat omalla sivullaan.

4.1 Potenssi

Potenssi on kertolaskun lyhennetty merkitsemistapa silloin, kun samaa lukua kerrotaan itselldan
useamman kerran. Esimerkiksi merkintd 42 tarkoittaa tuloa 4-4-4 ja se luetaan “nelji potenssiin
kolme” tai “luvun 4 kolmas potenssi”.

Potenssi
Olkoon n positiivinen kokonaisluku (n = 1,2, 3,...). Talléin luvun a n:s potenssi on

a"=a-a-..-q
N —— —
n kappaletta

Erityisesti a! = a.
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Luku a on potenssin kantaluku ja luku n on eksponentti. Kantaluku on toisinaan tarpeen merkita
2

22 4 A
sulkeisiin. Esimerkiksi —32 = —9, mutta (—3)%? = 9. Samoin 3 =3 mutta (5) =3

Potenssien sanotaan olevan samankantaisia, jos niilla on sama kantaluku.

Negatiivisen kantaluvun potenssi

Jos potenssin a” kantaluku a on negatiivinen ja eksponentti n on
 parillinen, niin potenssin arvo on positiivinen
e pariton, niin potenssin arvo on negatiivinen

4.1.1 Esimerkki: negatiivisen kantaluvun potenssi

Laske.

a) luvun —3 toinen potenssi
b) luvun —2 kolmas potenssi
¢) luvun 5 toisen potenssin vastaluku
d) luvun —1 2500:s potenssi

Ratkaisu:

a) Negatiivinen kantaluku pitda merkita sulkeisiin. Luvun —3 toinen potenssi on

(—3)*= (=3)-(=3) =9
[ ——
2 kpl, parillinen

b) Luvun —2 kolmas potenssi on

(2P = (=2) - (-2) - (-2) = -8

3 kpl, pariton

¢) Luvun 5 toinen potenssi on 52 ja sen vastaluku

52 =-5.5=—25
d) Luvun —1 2500:s potenssi

()PP =(-1) - (=D-..- (-1 =

2500 kpl, parillinen

4.1.2 Esimerkki: nelio ja kuutio

Laske

a) nelion, jonka sivun pituus on 6, pinta-ala.
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b) kuution, jonka sdrmén pituus on 2, tilavuus.

Ratkaisu:

a) Nelion pinta-ala A saadaan kannan ja korkeuden tulona, joka voidaan ilmaista potenssin
avulla.

A=6>=6-6=36

b) Kuution tilavuus V saadaan sdrmien tulona, joka voidaan ilmaista potenssin avulla.

V=2=2.2.2=38

2

Potenssia a? sanotaan luvun a nelidksi ja potenssia a® luvun a kuutioksi.

4.1.3 Esimerkki: rahaston arvon kasvu
Eetu voitti veikkaamalla 6 000 euroa, jotka hén paatti sijoittaa indeksirahastoihin. Asiantuntija

arvioi, etta Eetu saisi 6,5 %:n vuotuisella korolla voittoa. Kuinka paljon Eetun rahaston arvo
on 20 vuoden kuluttua jos oletetaan, etta vuotuinen korko sailyy?
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. 4

Ratkaisu:

Indeksirahasto tuottaa vuodesa 6,5 % padomasta, joten rahaston arvo kasvaa siis vuodessa
1, 065-kertaiseksi. Yhden vuoden kuluttua Eetun padoman arvo on

1,065 - 6000 (euroa)

Korkoprosentti sailyy vakiona, joten vastaavasti myos seuraavan vuoden aikana rahaston arvo
kasvaa 1,065-kertaiseksi. Kahden vuoden kuluttua rahaston arvo on

1,065 - 1,065 - 6000 = 1, 0652 - 6000
—_———
2 kappaletta

Vastaavasti kolmen vuoden kuluttua rahaston arvo on

1,065 - 1,065 - 1,065 - 6000 = 1,0653 - 6000

3 kappaletta

20 vuoden kuluttua rahaston arvo on

1,065 - 1,065 - ... - 1,065 - 6000 = 1,0652° - 6000 = 21141, 87038 ~ 21141, 87

20 kappaletta

Vastaus: 20 vuoden kuluttua Eetun rahaston arvo on 21 141, 87 euroa.

Rahalaskut pyoristetadn aina sentin tarkkuudella ellei toisin mainita.

4.2 Potenssin laskusaantoja

Videolla esitelldan viisi potenssien laskusdantoa, jotka kiaydéan seuraavaksi lapi.
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Potenssilauseke voidaan sieventda purkamalla sen potenssit tuloiksi. Tarkastellaan ndin muu-
tamia esimerkkeja ja yleistetdan niiden perusteella potenssien laskusdaannot.

1.

a7 a.a.a.a./a’.%./g_a’?_g_all
a® ol

Samankantaisten potenssien tulossa eksponentit lasketaan yhteen ja samankantaisten potens-
sien osamadrassd eksponentit vihennetdan toisistaan.

Samankantaisten potenssien tulo ja osamaara

a™a = am+n

Tulon potenssissa tulon tekijat korotetaan erikseen potenssiin ja osaméaran potenssissa jakaja
ja jaettava korotetaan erikseen potenssiin.

~ )

Tulon potenssi ja osamaarian potenssi

(ab)™ = a™b"

(a®)? =a3-a®=a%?=a"
2 kpl

Kun potenssi korotetaan potenssiin, niin eksponentiksi tulee eksponenttien tulo.
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Potenssin potenssi

4.2.1 Esimerkki: potenssin laskusaantoja

Laske

121\ 2 —5)7
a. <§> b. (32)2 c. %

Ratkaisu:

a) Osaméadrin potenssissa sekid nimittajé ettd osoittaja korotetaan potenssiin.
(12)2 _122

3) 3 9

b) Potenssin potenssissa eksponentit kerrotaan keskenéén.

(3%°)? =3*2=3"=381

¢) Samankantaisten potenssien osaméérissa eksponentit vihennetadn toisistaan.

4.2.2 Esimerkki: potenssien sieventamista

Sievenna.
2d”
a) i b. 3a* - (—2a%) c. (azx3y)?
Ratkaisu:
a) d—kantaisten potenssien eksponentit vahennetédén toisistaan ja luku 2 jéé eteen kertoi-
meKksi.

2 7
d% — 2473 = 24*

b) a—kantaisten potenssien eksponentit lisdtdan yhteen ja luvut 3 ja —2 kerrotaan keske-
naan.

3at - (—2a3) = —6a*"3 = —6a”

c) Jokainen termi korotetaan erikseen toiseen.
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(ax3y)2 — a2(x3)2y2 — a2x3-2y2 — a2:1:6y2

Tutkitaan seuraavaksi, miten tulkitaan potenssi, missa eksponentti on 0 tai negatiivinen koko-
naisluku.

« Samankantaisten potenssien osamaéran laskusadnnon nojalla:

Toisaalta supistamalla saadaan:

n kpl
a" T A
n kpl

=1

On siis médriteltavi, ettd a® = 1, kun a # 0.
o Merkitdan p = n —m.

Samankantaisten potenssien osamééran laskusadnnon nojalla:

Toisaalta supistamalla saadaan (p =n —m < n =p+m):

m kpl m kpl
e e P ermmm e
a™ a-a-..-a .. A 1 1
a™ a-a-...-q a-a-...-a-a-a-...-a a-a-..-q aP
n kpl p kpl m kpl p kpl

On siis maéariteltava, ettd a P = —-
a

Eksponenttina nolla ja negatiivinen kokonaisluku
Olkoon a # 0 ja n positiivinen kokonaisluku.

a® =1

a_p:_

1
Erityisesti a=* = =. Eli luvun a kéénteislukua voidaan merkitd muodossa a™!.
a

Jos kantalukuna on murtomerkinté ja eksponentti negatiivinen, niin eksponentti voidaan vaih-
taa positiiviseksi samalla, kun vaihdetaan kantaluku kadnteisluvukseen.
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n

) -()
1) \k
4.2.3 Esimerkki: negatiivinen eksponentti

Laske.

a) 473
32
34

2
9 (3)
d) (1,43 -10%99)°

Ratkaisu:

b)

—2

a) Negatiivinen eksponentti hyppad kantaluvun kadanteisluvun nimittajaan.

a1 _1
43 64
b) Samankantaisten potenssien eksponentit vihennetdéan toisistaan ja saadaan negatiivinen
eksponentti.
2
3—:3274:372:l:l
34 32 9

¢) Vaihdetaan eksponentti positiiviseksi ja kantaluku kdanteisluvukseen.

) - -%-3
3 S \2/) 22 4

d) Jokaisen luvun nollas potenssi on luku 1. (Paitsi 09 ei ole mééritelty.)

(1,43-10999)% =1

4.3 Kymmenpotenssimuoto

Suuria lukuja on tapana ilmaista kymmenpotenssimuodossa eli luvun 10 potenssien avulla. Esi-

merkiksi, kun syotetdin laskimeen luku 56, niin laskin antaa sen mitd todennékéisimmin muo-

dossa 1,5 - 10!, koska luku 5'¢ = 152 587 890 625 ~ 150 000 000 000 on liian suuri laskimen
11kpl

naytolle.
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Kymmenpotenssimuoto (suuret luvut)
Suuri luku voidaan merkitd kymmenpotenssimuodossa

a- 107,

missa 1 < a < 10 ja n on positiivinen kokonaisluku.

4.3.1 Esimerkki: suuren luvun muuttaminen kymmenpotenssimuo-
toon

[lmaise kolmen numeron tarkkuudella kymmenpotenssimuodossa

a) Suomen vékiluku 5 518 000
b) maapallon ympéarysmitta 40 000 km
c¢) valon nopeus tyhjiossé 299 792 458 m/s

Ratkaisu:

a)

5518 000 Siirretdan pilkkua 6 numeroa vasemmalle

6kpl
= 5,518 000 - 10° Pyoristetadn kolmen numeron tarkkuuteen
~ 5,52 -10°

40 000 Siirretdan pilkkua 4 numeroa vasemmalle

4kpl
= 4,0000 - 106 Pyoristetaédn kolmen numeron tarkkuuteen

~ 4,00 - 10* (km)

299 792 458 Siirretadn pilkkua 8 numeroa vasemmalle
8kpl
= 2,99792458 - 108 Pyoristetaédn kolmen numeron tarkkuuteen

~ 3,00 - 108 (m/s)
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Erityisesti luonnontieteissd myos pieniéd lukuja on tapana ilmaista kymmenpotenssimuodossa
negatiivisen eksponentin avulla. Esimerkiksi:

1 1
—3. 1=3.— =3.— =3.10%
0,0003 = 3 - 0,000 3 10000 3 108 3-10

Kymmenpotenssimuoto (pienet luvut)
Pieni luku voidaan merkitda kymmenpotenssimuodossa

a-107",

missd 1 < a < 10 ja n on positiivinen kokonaisluku.

4.3.2 Esimerkki: pienen luvun muuttaminen standardimuotoon

Kirjoita standardimuodossa

a) protonin massa 1,67262164 - 10727 kg
b) elektronin massa 9,10938215 - 10731 kg

Ratkaisu:
1
a) Luvussa 10727 = 1077 " desimaalipilkun jalkeen 26 nollaa ennen ykkosta.
1,672 621 64 - 10727 kg
= 1,672 621 64 - 0,000 000 000 000 000 000 000 000 00 1 kg
26 kpl
= 0,000 000 000 000 000 000 000 000 001 672 621 64 kg
26 kpl
1
b) Luvussa 1073! = — on desimaalipilkun jilkeen 30 nollaa ennen ykkosta.

1031

9,109 382 15 - 1073 kg

= 9,109 382 15 - 0,000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 1 kg
30 kpl

=0, 000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 910 938 215 kg
30 kpl

4.4 Nelio- ja kuutiojuuri

Olkoon nelién pinta-ala A = 9. Mikd on nelion sivun pituus?
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Nelion pinta-ala saadaan sivun nelioné, eli nyt tulee pohtia sita, ettda mikéd luku x toteuttaa
yhtélon 22 = 9.

Tieddmme, ettd 32 = 9 ja toisaalta (—3)? = 9. Siispi x = 3 tai x = —3. Kuitenkin, sivun
pituus ei voi olla negatiivinen luku, joten vain z = 3 kelpaa nyt yhtalon ratkaisuksi. Nelion
sivun pituus on siis x = 3.

Voidaan osoittaa, ettd yhtdlolld 22 = a on kaksi ratkaisua aina kun a > 0. Positiivista ratkaisua
sanotaan luvun a neliojuureksi ja merkitaan y/a. Lukua a sanotaan neliojuuren juurrettavaksi.

Neliojuuri

Luvun a > 0 neliojuuri v/a toteuttaa ehdot
1. Va>0
2. (Va)?=a

Miksi a > 07

Tieddmme, ettei mink&én *reaaliluvun a parillinen potenssi voi olla negatiivinen luku. Nelio-
juuren mddarittelyehtona on siis, ettéd juurrettavan tulee olla positiivinen tai nolla.

Miksi /a > 07

Voisimme siis méritelld, ettd esimerkiksi v/9 = 3 tai v/9 = —3, silld 32 = (—3)? = 9. Kuitenkin,
neliojuuren méaaritelméssé on tehty valinta, etta neliojuuri on vain ja ainoastaan ei-negatiivinen
ratkaisu. Tamé valinta on tehty siksi, ettd neliojuuri olisi yksikasitteinen, eli voidaan sanoa
yksikéasitteisesti esimerkiksi, etta V9 = 3.

* Kompleksilukujen joukossa on médritelty imaginddriyksikke 2 = —1. Talloin komplek-
silukualueella yhtdalon 2 = —4 ratkaisu olisi # = 2i tai * = —2i. Kompleksiluvut eivit
kuitenkaan kuulu lukion opetussuunnitelman perusteisiin, joten oletamme jatkossa lukujen
olevan reaalilukuja.

4.4.1 Esimerkki: potenssiyhtilon ratkaisut
Ratkaise yhtalo.
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a) 22 =16

b) 22 = —4
c) 22 =0
Ratkaisu:
a) x =4 tai x = —4, silld 4% = 16 tai (—4)? = 16. Ratkaisut voidaan esitdi myds muodossa
T = +4.

b) Ei ratkaisua, silld juurrettava on < 0.
c) z=0,silla 02 = 0.
HUOM! Potenssiyhtaloa kasitelldan lisda kappaleessa 5.5

4.4.2 Esimerkki: nelion sivun pituus

Nelién pinta-ala on 15 m?2. Laske nelién sivun pituus.
Ratkaisu:

Mekitdan muuttujalla  nelion sivun pituutta metreind. Télloin voidaan suoraan neliGjuuren
avulla laskea

z =15 = 3,872983 ~ 3,9 (m)

Vastaus: Nelion sivun pituus on noin 3,9 m.

Neliojuurilla laskettaessa kaytetdan seuraavia laskulakeja.

Neliojuuren ominaisuuksia

1. \/E\/E = Vab tulon neliojuuri

2. ﬁ = \/E osamaaran neliojuuri
Vb b

3. Va2 = |a| nelion neli6juuri

4.4.3 Todistus (1. kohta)

Olkoot a > 0 ja b > 0. Télloin tulon potenssin laskusdannon nojalla

(Vavh)? = (Va)*(vVb)? = ab.

Va ja Vb ovat ei-negatiivisid, joten \/E\/E on neliGjuuren méaaritelman mukainen luku, joka
korotettuna toiseen on ab = (Vab)?.
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4.4.4 Todistus (2. kohta)

Olkoot a > 0 ja b > 0. Talloin osaméaaran potenssin laskusddnnon nojalla

<@)2: (Va)* _a
Vb (Vb)2 b
\/5

Va ja Vb ovat ei-negatiivisi, joten ~—= on nelibjuuren méadritelmin mukainen luku, joka koro-

Vb

, a a\?
tettuna toiseen on 5 ( —> 0

4.4.5 Todistus (3. kohta)

Koska |a| > 0, nelidjuuren mééritelmén ensimmaéinen ehto on voimassa.

Koska |a|? = a?, myés toinen ehto toteutuu.

4.4.6 Esimerkki: neliojuuren laskusaantoja

Sievenna.

a) V8v2
b) 1/

c) V4.2
d) /1000
Ratkaisu:

a) Neliojuurten tulossa juurrettavat kerrotaan keskenaan.

V8v2=v8-2=v16=4

b) Osaméidran neli6juuressa osoittajasta ja nimittajésta otetaan molemmista erikseen nelio-

juuri.
\/Z_\/Z_z
9 V9 3

c¢) Jos juuri on irrationaalinen (jaksoton ja pdattyméton luku), niin neli6juuri sievennetaén
muotoon, missé yksittdisend juurrettavana on mahdollisimman pieni kokonaisluku.

VA2 =V4v2 =2v2
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V1000 = v/100 - 10 = v/100v/10 = 10V 10

4.4.7 Esimerkki: neliojuurten sieventamista

Sievennaé.
a) V9 + 16
b) V9 + 16
¢) VV25+B1—5
d) (22 +1)2
Ratkaisu:

a) Lasketaan ensin neligjuuret.

VI+VI6=34+4=7

b) Lasketaan ensin yhtenlasku.

VOI+16=v25=5

c¢) Lasketaan ensin sisimmét neli6juuret.

V3 + VBT - 5
NV
=v9=3

d) Kéytetaan nelivjuuren kolmatta ominaisuutta.

(IE2 + 1)2
= |2* +1]
(itseisarvot voidaan poistaa, silli aina 2% + 1 > 0)
=x2+1

Olkoon kuution tilavuus V = 64. Mik& on kuution sdrmén pituus?
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Kuution tilavuus saadaan sarman kuutiona, eli nyt tulee pohtia sité, ettd mika luku = toteuttaa
yhtilon 23 = 64.

Tieddmme, ettd 43 = 64. Siispd sirmén pituus x = 4.

Voidaan osoittaa, ettd yhtilon x2 = a ratkaisu on /a. Téitd sanotaan luvun a kuutiojuureksi.

Kuutiojuuri
Luvun a kuutiojuuri /a toteuttaa ehdon

(Va)' =a

Kuutiojuuren maaritelmassa kelpaavat kaikki reaaliluvut eli a voi olla my6s negatiivinen luku.
Tama siksi, ettd kuutiojuuri on myo6s nain maériteltynéd yksikasitteinen, koska parittoman ne-
gatiivisen luvun kuutio on negatiivinen ja vastaavasti parittoman positiivisen luvun kuutio on
positiivinen. Edelld johdetut nelidjuuren laskusadnnot pateviat myos kuutiojuurella ja lisaksi
silloin, kun a < 0 tai b < 0.

4.4.8 Esimerkki: kuutiojuurten laskemista

Laske
a) 27
b) v/—16
¢) —v/—216
Ratkaisu:
a)
{27 =3,silla3%3=3-3-3=21.
b)
V=16 = —2, silli (—=2)2 = (=2) - (—=2) - (—2) = —16.
c)
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/216 = —6, silli (—6)% = (—6) - (—6) - (—6) = —216.
Joten —v/—216 = —(—6) = 6.

4.5 Potenssiyhtalo

Olemme kéyneet lipi jo esimerkkeji muotoa 22 = a ja 2 = a olevien yhtaldiden ratkaisuista.

Yleisesti muotoa ™ = a olevaa yhtaloa sanotaan potenssiyhtaloksi. Katsotaan vield yleisesti,
miten potenssiyhtalo ratkaistaan, kun n = 2 tai n = 3.

Nelioyht&lon ratkaiseminen (n=2)
Nelicyhtélon

juurten lukumaéaara riippuu luvusta a.
Jos a > 0, niin yhtalon ratkaisut ovat

z = +/a tai x = —/a.

Jos a = 0, niin yhtalon ratkaisu on

z = 0.

Jos a < 0, niin yhtalolla ei ole ratkaisua.

Jos a > 0, niin neliéyhtalo voidaan ratkaista ottamalla puolittain neli6juuri huomioiden ratkai-
sujen etumerkit.

4.5.1 Esimerkki: nelioyhtidlon ratkaiseminen

Ratkaise yhtdlo 222 4+ 3 = 17
Ratkaisu:

Vastaavasti kuin ensimmaisen asteen yhtaloissé, muokataan yhtéalo muotoon, jossa toisella puo-
lella on muuttuja ja toisella vakio. Téméan jalkeen voidaan ottaa puolittain neliojuuri, kun
huomioidaan myo6s negatiivinen ratkaisu.

222 +3 =17 | -3
222 = 14 |:2
z? = I/

=47

Vastaus: z = /7 tai z = —/7
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4.5.2 Esimerkki: Coca-Cola -tolkin mitat

Amerikan standardimittaisen Coca-Cola -tolkin pohjaympyrdn pinta-ala on noin 92 cm?. Laske
tolkin pohjaympyran siteen pituus.

Ratkaisu:

2

Ympyran pinta-ala saadaan kaavalla A = 77, missa r = ympyran sédteen pituus. Muodostetaan

tehtavinannon tiedoista yhtalo.

7r? =92 | :m
92
2 _ 7~
r - l\/
92
=44/ —
i

Pituus ei voi olla negatiivinen, joten huomioimme vain positiivisen ratkaisun.

92
r= /= =5,411516380 ~ 5,4 (cm).
™

Vastaus: Pohjaympyran sdde on noin 5,4 cm.

Kuutioyht#lon ratkaiseminen (n=3)
Kuutioyhtéalon

ratkaisu on x = (Ja).

\.

Neliojuuresta poiketen, kuutioyhtalon ratkaisu on yksikésitteinen, silla positiivisen luvun kuutio
on positiivinen luku ja negatiivisen luvun kuutio on negatiivinen luku.
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4.5.3 Esimerkki: kuutioyhtalon ratkaiseminen

Ratkaise yhtdlo 3z3 + 7 = —4.
Ratkaisu:

Vastaavasti kuin nelidyhtéalossa, muokataan yhtélo muotoon, missa toisella puolella on muuttuja
ja toisella vakio. Tamén jalkeen voidaan ottaa puolittain kuutiojuuri, mutta nyt ratkaisuja on
vain yksi.

303 +7=—4 |—7
323 = —11 |:3
11

Vastaus: © = —{/ —

4.5.4 Esimerkki: jalkapallon mitat

Vuoden 2018 jalkapallon mm-kisojen kisapallo oli Adidas Telstar. Telstarin tilavuus on noin
5,6 litraa. Mika on Telstarin halkaisijan pituus senttimetreiné?

Ef qa.‘dg

§
RUSSIA208 ‘

Lahde: Kuebler Sport

Ratkaisu:
473

Pallon tilavuus saadaan kaavalla V' = , missa r = pallon sidteen pituus. Muodostetaan

tehtavanannon tiedoista yhtalo ja ratkaistaan pallon sade.
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Ay
=5,6 -3
3 ’ |
43 = 3-5,6 | : 47
3-5,6
3 _ 9
rt=— |\3/
33'5,6
= d
r g (dm)

Pallon halkaisija h on kaksi kertaa siteen suuruinen, joten

3-5,6
h=2-¢ —4’ dm = 2,203246733 dm ~ 22 cm.
s

Vastaus: Pallon halkaisija on noin 22 cm.
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5. Funktio

Viimeisessa kappaleessa aiheena on funktio. Kappaleessa perehdytééan sithen, mitd funktio tar-
koittaa seké kasitelldan funktion kuvaajan piirtdmisté ja tulkintaa. Lopuksi kaydaan lapi esi-
merkkejé funktion sovelluksista. Kappaleeseen liittyvét tehtavat ovat omalla sivullaan.

Funktiota tarvitaan tutkittaessa muuttuvien suureiden vélista riippuvuutta. Usein suureen arvo
riippuu siita, mika toisen suureen arvo on. Esimerkiksi ympyran pinta-ala riippuu siateesta ja
autolla ajettu matka riippuu nopeudesta.

5.1 Funktion maaritelma

Videossa on kone, joka tuottaa siithen syOtetystd nimestd luvun. Sddntond on, ettd koneen
tuottama luku kertoo nimen pituuden. Téllainen yksikasitteinen saédntoé méarittelee funktion.
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Funktio

Funktio on sdanto, joka ilmaisee, miten lahtoarvosta saadaan yksikésitteisesti loppuarvo.
Lahtoarvoa kutsutaan muuttujan arvoksi ja loppuarvoa funktion arvoksi.

Lahtoarvot eli luvut, jotka funktioon voidaan syottad muodostavat funktion mddrittely-
joukon. Loppuarvot eli luvut, jotka funktio tuottaa, muodostavat funktion arvojoukon.

\. J

Funktio nimetaédn tavallisesti kirjaimella f, g tai h. Lahtoarvoa kuvaavana muuttujana kéayte-
taan yleensa kirjainta x.

Usein funktion saanto esitetdan lausekkeena. Esimerkiksi sdanté “lukuun lisdtddn 47 voidaan
esittad lausekkeena seuraavasti.

flw) =+

Funktion lausekkeen avulla voidaan laskea funktion arvoja. Esimerkiksi “funktion f arvo koh-
dassa 57 lasketaan sijoittamalla luku 5 muuttujan = paikalle.

5.1.1 Esimerkki: funktion arvon laskeminen

Funktion f arvo lasketaan seuraavan saénnoén avulla:
Funktioon syotettyyn lukuun lisatdan luku 8 ja summa jaetaan luvulla 2.

a) Muodosta funktion lauseke.
b) Laske funktion arvot f(5) ja f(—2).

Ratkaisu:
a) Merkitddn funktioon syotettavid lukua eli muuttujaa kirjaimella z. Kun muuttujaan

8
lisatdan luku 8, saadaan x + 8. Kun lauseke jaetaan luvulla 2, saadaan L _2l_ .

8
Funktion lauseke on f(z) = x;— .

b) Funktion arvo kohdassa 5 merkitdén f(5) ja lasketaan sijoittamalla lausekkeeseen muut-
tujan paikalle luku 5.

548 13
H = — = —.
Vastaavasti funktion arvo kohdassa -2 on
—2+8 6
—2) = = - =3.

5.1.2 Esimerkki: funktion maarittelyjoukko

Padttele funktion mééarittelyjoukko.
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a) ) = =
b) g(x) =v4d—x
Ratkaisu:

a) Jakolasku f(z) =

on madritelty vain, kun jakaja x — 2 ei ole nolla.

Siten funktion f maarittelyjoukon muodostavat luvut z, jotka toteuttavat ehdon x # 2.

b) Neli6juuri v4 — x on mééritelty vain, kun luku 4 — 2 on on suurempi tai yhta suuri kuin
nolla.

Siten funktion g méaarittelyjoukon muodostavat luvut x, jotka toteuttavat ehdon = < 4.

5.2 Funktion nollakohta

Mill& muuttujan x arvolla funktio saa arvon nolla tai missa pisteessa kuvaaja leikkaa x-akselin?
Kyse on samasta asiasta, funktion nollakohdan méaarittdmisesta.

Funktion nollakohta
Niitd madrittelyjoukon lukuja, joilla funktion arvo on nolla, kutsutaan funktion nollakoh-
diksi. Funktion nollakohdat toteuttavat siis yhtélon f(z) = 0.

Huom! “Funktion arvo kohdassa 07 ja “funktion nollakohta” tarkoittavat eri asiaa.

5.2.1 Esimerkki: funktion arvo kohdassa nolla ja funktion nollakohdat

Maarita funktion f(z) = 5z + 9 arvo kohdassa 0 ja funktion nollakohdat.
Ratkaisu:

Funktion arvo kohdassa 0 lasketaan sijoittamalla muuttujan x paikalle luku 0.
f(0)=5-0+9=9

Funktion nollakohdat 16ydetaéan ratkaisemalla yhtéalo f(x) = 0.

f(z)=0
5t +9=0
or = —9
9
r=3

Funktion f nollakohta on siis z = —
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5.3 Funktion kuvaaja

Funktion kuvaaja xy-koordinaatistossa
Funktion f kuvaaja muodostuu pisteistéd (z,y), joissa  on muuttujan arvo ja y funktion
arvo kohdassa x eli y = f(x).

FGo f f (x, £(0)

5.3.1 Esimerkki: funktion kuvaajan hahmottelu ilman ohjelmistoa

Funktion f(x) = 3" — 2 kuvaaja muodostuu koordinaatiston pisteista (z,y), joissa = on muut-
tujan arvo ja y on funktion arvo kohdassa x eli y = 3% — 2.

Taulukoidaan pisteitéd, joiden kautta funktion f kuvaaja esimerkiksi kulkee.

r y=3"-2 (z,9)
0 3%-2=-1 (0,-1)
1 3—-2=1 (1,1)
2 32-2= (2,7)

Alla olevaan koordinaatistoon on piirretty taulukoidut pisteet seké niiden kautta kulkeva funk-
tion kuvaaja.
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Funktion kuvaaja voidaan hahmotella saatujen pisteiden avulla vain karkeasti. Sopivan ohjel-
man avulla funktion kuvaaja saadaan piirrettyé taysin tarkasti.

Videolla niytetdan kuvaajan piirtdminen TI-Nspire CAS -laskimella.

5.3.2 Esimerkki: funktion kuvaaja Geogebralla

Geogebran piirto-ohjelmalla funktioiden kuvaajien piirto tapahtuu helposti kirjoittamalla ha-
luttu funktio sy6ttokenttdan. Esimerkiksi funktio f(z) = z — 2 piirrettéisiin seuraavasti.

O fx) =x-2 : 1 /
+ Syottdkentta...

-2 -1 0 1

(%)
(%]

Alla olevalla Appletilla voi tutkia, mista pisteistd funktion f(x) = x — 2 kuvaaja koostuu
liikuttelemalla keltaista pistettd kuvaajalla.
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Nayta nollakohta

Huomataan, ettd funktion f(z) = z — 2 kuvaaja muodostuu siis pisteisté (z,x — 2). Kuvaaja
kulkee esimerkiksi pisteiden (3,3 —2) = (3,1) ja (1,1 —2) = (1,—1) kautta.

Funktion nollakohdassa funktio saa arvon nolla eli kuvaaja leikkaa x-akselin. Funktion f(z) =
x — 2 nollakohta on siten (2,0).

5.4 Funktion kuvaajan tulkinta

Kuvaajan etuna on, ettd se havainnollistaa funktiota graafisesti, jolloin siitd on helpompi tehda
tulkintoja. Kuvaajasta ndhd&an monia funktion ominaisuuksia, kuten merkin vaihtuminen ja
arvojen muuttuminen.

5.4.1 Esimerkki: funktion arvojen lukeminen kuvaajasta

Maarita kuvaajan perusteella
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a) funktion f nollakohdat
b) funktion f arvo kohdassa z = —2
c¢) funktion f arvot, joilla funktio f saa arvon —4.

Ratkaisu

a) Nollakohdassa funktion arvo on nolla eli funktion kuvaaja leikkaa x-akselin. Kuvaajan
perusteella funktion f nollakohdat ovat x ~ —4, x ~ 0 ja = ~ 2.

b) Kohdassa x = —2 funktio ndyttdd kulkevan pisteen (—2, —4) kautta, eli f(—2) ~ —4.

¢) Funktio f saa arvon —4, kun kuvaajan pisteen y-koordinaatti on —4. Kayralla on nelja
pistetta, joissa y = —4. Talléin r ~ -5, x ~ =2, r ~ —1,3 ja x ~ 2, 3.

CEEL PP PR LLY =
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Funktion merkki

Funktion arvo on positiivinen, kun sen kuvaaja on x-akselin yldpuolella. Kuvan funktion
arvot ovat siis positiivia, kun x < —2 tai x > 2.

Funktion arvo on negatiivinen, kun sen kuvaaja on x-akselin alapuolella. Kuvan funktion
arvot ovat siis negatiivisia, kun —2 < x < 2.

5.4.2 Esimerkki: funktion merkin tutkimista Geogebralla

Syota Applettiin haluamasi funktion lauseke ja tarkastele funktion kulkua. Koordinaatisto
muuttuu vihredksi kohdista, joissa funktion arvo on positiivinen ja punaiseksi kohdissa, joissa
funktion arvo on negatiivinen. Funktio vaihtaa merkkinsa nollakohdissa, jotka on myos piirretty
kuvaan.
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Funktio f(x) = x-4

5.4.3 Esimerkki: lampotilakuvaajan tulkintaa

Kuvassa on esitetty Jyvéiskylan lentoaseman ldmpotilahavainnot kahden vuorokauden ajalta.
Tarkastellaan kuvaan merkattua aikavélia 9.00 — 9.00.

9
7 A i
# oL &
c 3 JWW h’&" z:'.f"

1 / IR N
+ ¥ +
- ! W
MW/
3 21 3 9 15 21 3 9 15

Lahde: Ilmatieteen laitos

a) Milloin lampétila on 4 °C ?
b) Onko lampétila plussan vai miinuksen puolella keskiyolla?
c¢) Milloin lampétila on alle 0 °C ?

Ratkaisu:

a) Lampotila saa arvon 4 °C vain kerran kysytylla aikavélilla: noin kello 21.00.

b) Ajanhetkelld 00.00 kuvaaja on punaisen viivan ylapuolella eli ldmpdtila on plussan
puolella.

¢) Lampétila on alle 0 °C, kun kuvaaja on punaisen viivan alapuolella eli noin kellonaikojen
3.00 ja 7.00 valilla.
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5.4.4 Esimerkki: funktion kuvaajan tulkintaa

Vastaa kuvan funktion f kuvaajan perusteella.

25
1.5

0.5

-1 =05 0 05 1 15 25 35 4
—0:

a) Minka merkkinen funktion f arvo on valillda 0 < x < 1?7 Enté vililla 2,5 < z < 37
b) Milloin f(x) > 07
Ratkaisu:

a) Funktion kuvaaja kulkee vélilla 0 < x < 1 x-akselin ylapuolella. Funktion arvo on siis
positiivinen, kun 0 < z < 1.

Funktion kuvaaja kulkee valilla 2,5 < x < 3 x-akselin alapuolella. Funktion arvo on siis nega-
tiivinen, kun 2,5 < x < 3.
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-1 0.5 0 05 1 15

-0

b) Tarkastellaan, milloin f(z) > 0 eli funktion f arvo on suurempi tai yhté suuri kuin nolla.
Funktion arvo on nolla x-akselin leikkauspisteissa ja positiivinen, kun funktion kuvaaja
kulkee x-akselin ylapuolella.

Koska funktion f arvo on negatiivinen kahdella eri valill, annetaan vastaus kahdessa eri osassa.
f(x) >0, kun 0 <z <2 tai x < 3.

Huom! Nollakohdat kuuluvat vdlille, joten muista yhtdsuuruudet.

5.5 Potenssifunktio

Kappaleessa 5 opimme, ettd muotoa x” = a olevaa yhtédlod sanotaan potenssiyhtaloksi ja
kavimme lapi potenssiyhtdlon ratkaisut, kun n = 2 tai n = 3. Vastaavasti potenssifunktioksi
sanotaan funktiota, jonka lauseke on potenssi ja muuttujana potenssin kantaluku.

7~

Potenssifunktio
Potenssifunktio on funktio, joka on muotoa

flx) = 2",

missa n on kokonaisluku.
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Selvitetdan seuraavaksi potenssifunktioiden tyypillisid ominaisuuksia, joihin potenssiyhtéloiden
ratkaisujen maara ja olemassaolo perustuvat. Keskitytadn taas tapauksiin, joissa n = 2 tai

n = 3.

o Funktion f(r) = 2? kuvaaja sijaitsee ensimmiisessi ja toisessa neljinneksessi ja se saa
arvoja valilla [0, ool.

o Funktion f(z) = 23 kuvaaja sijaitsee ensimméisessi ja kolmannessa neljinneksessi se
saa arvoja koko reaalilukujoukossa R.

e Molempien funktioiden méaarittelyjoukko on R.

5.5.1 Esimerkki: ympyran pinta-alan funktio

Ympyran pinta-ala riippuu ympyran siteesta eli pinta-ala A on sdteen r funktio. Ympyrin
pinta-alaa kuvaa funktio

A(r) = 7r?

Koska siteen arvot ovat positiivisia kokonaislukuja, méaarittelyjoukkona ei ole koko reaaliluku-
joukko vaan positiiviset reaaliluvut. Maarittelyjoukko on siis R .

Piirretadn funktion kuvaaja ja luetaan kuvaajalta ympyrén pinta-aloja eri sateen arvoilla.
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Slf=S=s=n=a=s=n=n=n=a=

40 ¢

30

20

Funktion kuvaaja sijaitsee vain ensimmaéisessa neljanneksessa méarittelyehdon vuoksi.

Kuvaajan perusteella voidaan péatella, etta kun ympyran sade on 2, sen pinta-ala on 12,5 eli
A(2) ~ 12,5.

Vastaavasti A(r) &~ 50 kun r = 4, eli séteen arvolla 4 ympyran pinta-ala on noin 50.

5.6 Funktion sovelluksia

5.6.1 Esimerkki: bensatankillisen hinta

98E-bensiinin hinta on 1,638 €/1. Muodosta tuotteen hintaa kuvaava funktio ja havainnollis-
ta hinnan muodostumista koordinaatistossa. Laske tai lue kuvaajasta kuinka paljon maksaa
tankillinen bensaa, kun tankin tilavuus on 8 litraa.
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Ratkaisu:

Bensiinin hinta riippuu sen tilavuudesta. Merkitaén tilavuutta litroina kirjaimella x. Bensiinin
hintaa kuvaa talloin funktio g(z) = 1,638z, jossa = > 0. (Hinta voidaan laskea vain silloin, kun
bensiinin tilavuus ei ole negatiivinen.)

Piirretaén funktion g kuvaaja Geogebran avulla.

B & m < r\
. 14

O gx) =1638x, (x>0) :
12

+ Syottokentta...
10
8
6
4
2 y=9(x)

-2 0 2 4 6 8

19

Selvitetdan bensatankillisen hinta ensin kuvaajasta lukemalla. Muuttujan z arvo on 8. Funktio
saa kohdassa = = 8 likimain arvon 13, 5, joten bensatankillisen hinta olisi noin 13,5 €.
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y=g(x)

L A LRI NS SRSy

Lasketaan bensatankillisen hinta myos funktion lausekkeen avulla. Kysytédéan siis funktion arvoa

9(8).
g(8) = 1,688 - 8 = 13,48 (euroa)

Vastaus: Bensatankillisen hinta on 13,48 euroa.

5.6.2 Esimerkki: sihkonkulutuksen laskemista

Sahkon vuotuista kokonaiskulutusta gigawattitunteina (GWh) Suomessa vuosina 1970 — 2014
voidaan kuvata funktiolla

f(x) = —1,323 + 58,822 + 1349, 4z + 21583,

misséd x on kulunut aika (vuosina) vuodesta 1970.
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a) Laske séhkonkulutus vuonna 1970 ja vuonna 2000.
b) Maaritad kuvaajan avulla, mind vuonna sdhkonkulutus kdéntyi laskusuuntaan.

Ratkaisu:

a) Sdhkonkulutus vuonna 1970 on funktion f arvo kohdassa 0 ja vuonna 2000 kohdassa
2000 — 1970 = 30. Lasketaan funktion arvot.

F(0)=—1,3-0+58,8-0+1349,4 - 0 + 21583 = 21583 ~ 21600
£(30) = —1,3- 30 + 58,8 - 30 + 1349, 4 - 30 + 21583 = 79885 ~ 79900

Vuonna 1970 siahkoa kulutettiin noin 21 600 GWh ja vuonna 2000 noin 79 900 GWh.

b) Piirretdén funktion f kuvaaja vililla 0 < x < 44. Energiankulutus kdantyy laskuun siind
kohdassa, jossa funktion kuvaajan y—koordinaatti saa suurimman arvonsa. Geogebralla
funktion suurimman arvon saa selville klikkaamalla valikosta Aériarvot-komentoa ja sen
jalkeen halutun funktion kuvaajaa.
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Kuvaajan perusteella funktio saa suurimman arvonsa kohdassa z ~ 39. Sdhkonkulutus kédantyi
laskuun siis vuonna 1970 4 39 = 2009.
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