Seuraus 5.7. Adretonulotteisessa Banach-avaruudessa X jokainen U € o(X,X*)\ {0} on
rajoittamaton.

Todistus. Koska U # (), on Lemman 5.6 nojalla on olemassa direllinen /' C X*, z € X jae > 0
siten, etta

Upew = [\ {veX : ly—a,27)| <c} CU.

z*eF
Erityisessti
V= [J{y€X 1 fy—z2") =0t =2+ [|{y€ X : {y.2") =0} C T,
z*eF z*eF
missa
({veX : (ya") =0}
z*eF
on adretonulotteinen X:n vektorialiavaruus (koska X on déretonulotteinen). Niinpé Vi, ja siten
U on rajoittamaton. 0

Lemma 5.8. Olkoon X Banach-avaruus ja (z,), C X, x € X siten, etti x, — x. Tdlloin
sup,, ||z,]] < 0o ja ||z|| < liminf, o ||2,]-

Todistus. Olkoon J: X — X** kanoninen upotus ja L, = J(z,) kaikilla n € N. Jokaiselle
x* € X* pitee (z*, L) = (zp, 2*) — (x,2*), kun n — oo. Erityisesti ((z*, L,)),, on rajoitettu.
Banach-Steinhausin lauseen 2.3 nojalla sup,,cy || Ln||x < o0o. Koska || L[| x+ = |zn]x, on
lemman ensimméinen véite todistettu.

Toisen viitteen todistamiseksi huomataan ensin, etté kaikille * € X™* pétee

[(n, 27| < 2]

X* xn”X;

joten
[{zn, 2%)| < [|l2]

x+ liminf ||z, || x-
n—oo

Seurauksen 4.9 ja yll& olevan nojalla

|||l x = sup {2, %) < sup ||| x+ im inf ||2, || x = liminf ||z, || x.
O

Lemma 5.9. Banach-avaruus X on ddretonulotteinen jos ja vain jos o(X, X*) # 7x.
Todistus. Oletetaan ensin, ettd X on aarellisulotteinen. Olkoon eq,...,e, € X avaruuden X
kanta siten, ettd ||e;||x = 1 kaikilla i. Jos € X, on olemassa yksikésitteiset z1,...,2, € K
siten, etta

n

Tr = Z Ti€;.

i=1

Kaikille ¢ on kuvaus z}: x +— x; lineaarinen ja jatkuva. Valitsemalla F' = {z},...,25}, on

kaikille € Uy 1 5 voimassa
n?

n
g Zi€;
i=1

Niinpé Up 15 C Bx(0,1). Tésté seuraa, ettd 7x C (X, X*). Koska aina o(X, X*) C 7x, on
o(X,X") =r1x.

lzllx =

n n n
< allledllx =) lwil =[x ap)| < 1.
x  i=1 1 i=1

=
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Oletetaan sitten, ettd X on aédretonulotteinen. Télloin Seurauksen 5.7 nojalla jokainen U €
o(X, X*)\ {0} on rajoittamaton. Kuitenkin ) # Bx(0,1) € 7x ja Bx(0,1) on rajoitettu. Siten
(X, X*) # 7x. O

5.3. Konveksit joukot heikossa topologiassa. Muistutuksena, ettd vektoriavaruuden X
joukko C' C X on konveksi, jos kaikilla z,y € C'jat € (0,1) on tz + (1 —t) € X.

Miiritelmé 5.10. Olkoon X normiavaruus, U C X avoin konveksi joukko siten, ettd 0 € U.
Talloin Minkowskin funktionaali on kuvaus

pr: X = [0,00): 2 inf{A>0: \'x c U}

Seminormia yleisempi késite on sublineaarisuus. Kuvaus p: X — [0,00) on sublineaarinen,
jos se toteuttaa kolmioepdyhtilon p(x + y) < p(x) + p(y) ja kaikille A > 0 on Ap(z) = p(Az).

Lemma 5.11. Olkoon X normiavaruus, U C X avoin konveksi joukko siten, etti 0 € U.
Talloin Minkowskin funktionaali py on sublineaarinen ja sille pitee lisiksi U = {x € X
pu(z) < 1} ja py(z) < Mlz||, missi 1/M = sup{r >0 : B(0,r) C U}.

Todistus. Olkoon z € X ja n > 0. Talléin
pu(nz) =inf{A>0: X'npr € U} =inf{n\ >0 : (n\) 'nz € U}
=ninf{\ >0 : X'z € U} = npy(x).

Olkoon z,y € X ja A\,n > 0 siten, ettd A\'x,n~'y € U. Tilléin joukon U konveksisuuden

perusteella
r+y A @ ny

= ceU
A4+ A+ A+nn

Niinpa
pu(z +y) < pu(r) +puly).
Néin ollen py on sublineaarinen.

Olkoon z € X siten, ettd py(x) < 1. T&lloin on olemassa 0 < A < 1 siten, ettd \"'z € U.
Koska U on konveksi ja 0 € U, on myos & € U. Oletetaan seuraavaksi, etté y € U. Koska U on
avoin, on olemassa A < 1 siten, ettd myds A~'y € U. Niinpé py(y) < 1. Saimme siis osoitettua
U={reX :py(z) <1}

Olkoon € > 0 pieni ja r > 0 siten, ettd B(0,r +¢) C U, z € X ja A > 0 siten, etti Atz € U
ja [[A"lz|| > r. Téllsin

1
pu(z) <A< ;HxH
Téstéd seuraa viimeinen viite py(x) < M||z||.

Lemma 5.12. Olkoon X norminavaruus, C' C X konveksi ja x € X\ C' siten, ettd dist(z, C) >
0. Talloin on olemassa * € X* ja X € R siten, ettd (y,x*) > X > (x,z*) kaikillay € C.

Todistus. Olkoon r = £ dist(z, C) > 0. Otetaan mielivaltainen y € C. Téllsin U = C' — B(y,r)
on avoin konveksi joukko siten, ettdi 0 € U ja dist(z — y,U) > r. Lemman 5.11 nojalla py on
sublinearinen ja toisaalta lineaarinen kuvaus

frspan(zx —y) = R:t(x —y) — ¢

toteuttaa f < py. Hahn-Banachin lauseen todistus toimii myo6s siiné tapauksessa, ettd p on

pelkéstddn sublineaarinen, joten Lauseen 2.3 nojalla f voidaan laajentaan halutuksi z*. (Lem-

man 5.12 py(z) < M||z||, niin saatu jatko z* on jatkuva.) O
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Lemma 5.13. Banach avaruuden konveksi joukko on suljettu vahvassa topologiassa jos ja vain
jos se on suljettu heikossa topologiassa.

Todistus. Olkoon X Banach avaruus ja C' C X konveksi. Jos C' on heikosti suljettu, on X \ C' €
(X, X*) C 7x jasiten C' on my6s vahvasti suljettu.

Oletetaan seuraavaksi, ettd C' on vahvasti suljettu. Olkoon z € X \ C. Télloin Lemman 5.12
on olemassa sellainen z* € X*ja A € R, ettd (y,xz*) > A > (z,2*) kaikilla y € C. Siten

relU:={yeX : (y,2") <Ae€o(X,X")
jaU C X\ C. Niinpa X \ C € o(X, X*) ja siten C on suljettu topologiassa o(X, X*). O

Lause 5.14 (Mazurin lemma). Olkoon X Banach-avaruus ja (x,), C X, x € X siten, ettd
x, — x. Tdlloin on olemassa jonon (x,), ddrellisten konveksien kombinaatioiden jono (yn)n
(eliy, = Zf\;”n Mii, 0 <N, <1 ja) . Ay =1), joka suppenee vahvasti.

Todistus. Jokaiselle n € N mééritellddn konveksi (vahvasti) suljettu joukko

N N

Lemman 5.13 nojalla C,, on myés heikosti suljettu. Koska = € (2, C},, on haluttu jono (y,)»
siten olemassa. 0

5.4. Heikko* topologia.

Maaritelma 5.15. Olkoon X Banach-avaruus. Télloin duaaliavaruuden X* heikko® topologia
o(X*, X) on karkein kuvausjoukon {J(z) : = € X} indusoima topologia, missd J on kappa-
leessa 1 mainittu kanoninen kuvaus

J: X X" 1o J,,

missa
Jp: X' = K 2" (z,27).
Jonon (z*), C X* heikko* suppenemista kuvaukseen z* € X* merkititn z¥ — z*.

Koska J(X) C X*™, on
o(X*, X) Co(X", X™) C 7x=.
Banach-avaruus X on refleksiivinen (eli J(X) = X**) jos ja vain jos o(X*, X) = o(X*, X*).

Lause 5.16 (Banach-Alaoglu). Olkoon X Banach avaruus. Télloin suljettu yksikkipallo Bx- C
X* on kompakti heikko* topologiassa.

Todistus. (ohitetaan) O
Todistetaan seuraavaksi erikoistapaus Banach-Alaoglun lauseesta.

Lause 5.17. Olkoon X separoituva Banach-avaruus ja (z), C X* rajoitettu. Tdlloin on ole-
massa osajono (ry, ); ja v* € X* siten, ettd ), RNy

Todistus. Merkitédén M = sup,,cy |2} || x+. Olkoon (vy,), C X tihed joukko. Koska (z}), on ra-

joitettu, on ({v1,2},)), € Krajoitettu. Niinpé on olemassa osajono (n1,); siten, ettd (vy, x;, ) —

L(vy), kun ¢ — oco. Edelleen jonolla (ny;); on osajono (ng;); siten, ettd (va, z7,, ) — L(vz), kun

i — oo. Téstéd jatkaen induktiivisesti saadaan jono osajonoja (ny;); siten, ettd <Uk»$:,k,i> —
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L(vg) kaikilla & € N, kun ¢ — oo. Otetaan néistd jonoista diagonaalijono méérittelemalld
n; = n;;. Talloin (vg, 2}, ) — L(vy) kaikilla & € N, kun i — oo.

Kaikilla A\, € K, k € {1,..., N} on mééritelmé

L <i )\kvk) = i )\kL (Uk)

kuvausten x lineaarisuuden perusteella hyvin mééritelty. Siten L: span{v; : ¢ € N} — K on
lineaarinen ja ||L|| < M. T&lloin Lauseen 1.9 nojalla L laajenee yksikésitteiseksi z* € X*, (jolle
la*|| < M).

Kaikille x € X on olemassa osajono siten, ettd v, — x. Siten

}(:L’,Z‘*> - <I7I:Ll>

< |<QZ,ZE*> - <Ukm7'r*>| + ‘<Ukm7x*> - <Ukm7m:u>‘ + ’(Ukm7x1*1i> - <x7x;kzl>|
<z = vk, 2| + [(Vk» 7*) = (O, 75,

S 2M||x - Ukm” + ’(Ukm’x*> - </Ukm7'rzl>‘ - 07

+ ok — 227,

kun ¢ — oo ja m — oo. Niinpa xj, 5ot 0J

Heikko*-kompaktius on hyoddyllinen variaatio-ongelmien ja erilaisten minimoijien olemassao-
lon todistamisessa. Hilbert-avaruuksien kurssin alussa huomasimme kuinka funktioavaruuden
normi voi olla suoraan ongelman antama ja siten loydettdvand on normin minimoija jostain
funktioluokasta. Minimoija voidaan mahdollisesti 16ytéa ottamalla jono funktioita joiden nor-
mi suppenee kohti ongelman minimié (infimumia), ottamalla téstd jonosta suppeneva osajono
(tdhén tarvitaan kompaktiutta) ja osoittamalla ettd rajafunktio minimoi normia (tdhén tar-
vitaan normin jatkuvuutta tai vahintd4nkin alhaalta puolijatkuvuutta). Tété 1dhestymistapaa
sanotaan variaatiolaskennan suoraksi menetelmdiks:.

Maidritelmi 5.18. Olkoon (X, 7) topologinen avaruus. Talloin F': X — (—o0, 00] on alhaalta
puolijatkuva mikéli {x € X : F(X) < A} on suljettu kaikille A € R.

Esimerkiksi normikuvaus z + ||z|| on alhaalta puolijatkuva heikossa topologiassa. Téma
saadaan esimerkiksi erikoistapauksena seuraavasta vahvemmasta tuloksesta

Lemma 5.19. Olkoon X Banach-avaruus ja F': X — (—o0, 00| alhaalta puolijatkuva vahvassa
topologiassa. Jos F' on lisiksi konveksi, on F' alhaalta puolijatkuva myos heikossa topologiassa.

Todistus. Koska F' on alhaalta puolijatkuva vahvassa topologiassa, on {x € X : F(X) < A}
vahvasti suljettu. Koska F' on konveksi, on {x € X : F(X) < A} konveksi joukko. Siten
Lemman 5.13 nojalla {x € X : F(X) < A} on suljettu myos heikossa topologiassa. Niinpa F
on alhaalta puolijatkuva myds heikossa topologiassa. 0

Variaatiolaskennan suora menetelmé voidaan nyt muotoilla seuraavasti.

Lause 5.20. Olkoon X refleksiivinen Banach-avaruus ja F': X — (—o0, 00| konveksi ja alhaalta
puolijatkuva. Oletetaan lisdkst, ettd lim g —oo F(z) = oo. Talldin funktionaalilla F on olemassa
minimoija avaruudessa X eli xg € X siten, etti F(xy) = infex F(x).

Todistus. Jos inf,ex F(x) = 0o, on véite totta. Niinpd voidaan olettaa, ettd inf,cx F(x) < oo.
Madritellddn nyt kaikille A > 0 joukko Ay = {x € X : F(x) < A}. Télloin A, on Lemman

5.19 nojalla suljettu heikossa topologiassa. Oletuksesta lim,—o F'(x) = 00 seuraa, ettd Ay on
33



rajoitettu. Koska X on refleksiivinen, on A, Banach-Alaoglun lauseen 5.16 nojalla kompakti
heikossa topologiassa. Niinpa
N A

A>inf e x F(x)
on epatyhja ja sisdltdd halutun pisteen xg. 0
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