asettamalla
hi < hy <= N; C Nsja hi(x) = he(x) kaikilla z € Ny,
kun hy € Fy, ja hy € Fu,. Selviisti (F, <) on jérjestety joukko.
Olkoon
g:{hiE.FNi : ZG[}

N=JN
iel
on avaruuden E vektorialiavaruus: Kaikilla x,y € N on olemassa ¢,j € [ siten, ettd x € N; ja
y € N;. Nyt N; C N; jolloin z,y € N; ja edelleen o +y € N; tai N; C N; jolloin z,y € N; ja
edelleen = + y € N,. Siten x + y € N. Maéritellddn nyt k£ € L(IV,R) asettamalla

k(z) = hi(zx), kun x € N;.

Samaan tapaan kuin huomattiin, ettd N on vektorialiavaruus ndhdéén, ettd kuvaus k& on hyvin
médritelty ja lineaarinen silla G on ketju. Nyt & on ketjun G pienin ylaraja.

Niinpé Zornin lemman nojalla on olemassa maksimaalinen alkio ¢ € F, g: W — R. Mak-
simaalisuudesta seuraa, ettda W = E| silld jos olisi W # E| niin olisi olemassa z € E\ W ja
Lemman 4.4 nojalla g;: W, = W @ span(z) — R siten, etti g(x) = g1(z) kaikilla z € W ja
lg1(2)| < p(x) kaikilla € Wj. Néin ollen g ei olisikaan joukon F maksimaalinen alkio. O

jokin joukon F ketju. Nyt

Osoitetaan seuraavaksi kompleksinen versio Hahn-Banachin lauseesta. Huomataan ensin, etté
kompleksikertoimisen vektoriavaruuden F kuvaus f € ET voidaan kirjoittaa muodossa

f(x) = fi(z) +ifa(x),

missé fi, fo: £ — R ovat kuvauksen reaali- ja imaginaariosat. Lineaarisuuden perusteella

filiz) +ifaiz) = fliz) = i(fi(z) +ifo(x)) = ifi(z) — falz),
eli
filiz) = = fa(x).
Siten
f(x) = fi(z) —ifi(iz), rekb.
Kéaantéden, jokainen tétd muotoa f(z) = fi(x)+1ifi(ix) oleva kuvaus, missi f; on R-lineaarinen,
on C-lineaarinen

Lause 4.5 (Bohnenblust-Sobczyk-Suhomlinov). Olkoon E vektoriavaruus, jonka kerroinkunta
onK € {R,C}. Olkoon M C E vektorialiavaruus, p seminormi E:ssi ja f: M — K lineaarinen
siten, etti |f(u)| < p(u) kaikilla w € M. Talloin on olemassa sellainen lineaarinen g: E — K,
etti g(u) = f(u), kun u € M ja |g(x)| < p(z) kaikilla x € E.

Todistus. Tapaus K = R on sama kuin Lause 4.1. Oletetaan siis, ettd K = C. Taméi tapaus
palautetaan Lauseeseen 4.1 seuraavasti. Edelld huomattiin, ettd kuvaus f voidaan kirjoittaa

muodossa
f(u) = fi(u) —ifi(iu),
kun v € M, missd f; on R-lineaarinen. Nyt

1 -

|ﬁ@ﬂ=;ﬂ@+7@ﬂ§§U@WH(@DZU@HSM@

kaikilla z € M. Hahn-Banachin lauseen 4.1 nojalla on siis olemassa sellainen R-lineaarinen

funktionaali g;: E' — R siten, ettd g;(u) = fi(u), kun u € M, ja |g(x)| < p(z) kaikilla z € E.
25



Asetetaan nyt
9(x) = gi(x) —igi(x), rvekb.
Talloin g on C-lineaarinen funktionaali ja kaikilla v € M on
9(u) = g1(u) —igi(u) = fi(u) —ifi(u) = f(u).
Vield tulee osoittaa, ettéd |g(z)| < p(x) kaikilla = € E. Olkoon siis x € E ja A € C siten, ettd
Al =1]ja

Koska g on C-lineaarinen on

g(Ax) = Ag(x) = |g(x)] = [g1(Az)]
ja edelleen
l9(z)| = [g1(Az)| < p(z) = |Alp(x) = p(x).
Siten g tayttda vaaditut ehdot. ([l
Edellisté lausetta sanotaan myos usein Hahn-Banachin lauseeksi.

Otetaan seuraavaksi Hahn-Banachin Lauseen 4.1 seuraus jota my6s kutsutaan usein Hahn-
Banachin lauseeksi.

Lause 4.6. Olkoon E normiavaruus, M C E vektorialiavaruus ja w* € M*. Tdlloin on ole-
massa x* € E* siten, ettd (u, v*) = (u, u*) kun u € M, ja ||z*|| = ||u*||.

Todistus. Madritellddn seminormi p avaruuteen E asettamalla

p(x) = [l |lu"]],

kun x € E. Télloin

[{u, w) < lul| [[u]] = p(u),
kun v € M. Lauseen 4.1 nojalla on siis olemassa sellainen z* € ET, ettd (u, z*) = (u, u*), kun
u € M ja

[(z, )] < pla) = [l2[||u]
kaikilla x € FE. Erityisesti, * on jatkuva, eli z* € E*, ja ||z*|| < ||u*||. Koska epdyht&lo
[|u*]| < ||z*||] pdtee myds, on viite osoitettu. O

Jatketaan edelleen Hahn-Banachin seurauksilla.

Lause 4.7. Olkoon E normiavaruus, M C E vektorialiavaruus ja xo € E siten, ettd
d = dist(x, M) > 0.
Talloin on olemassa sellainen x* € E*, ettd x*(M) = {0}, (xo, 2*) = d ja ||z*|| = 1.

Todistus. Merkitdan W = M @ span(xg). Jos z € W, niin z = u + Az, missd u € M ja A € K
ovat yksikésitteiset. Asetetaan (z, z*) = Ad. Télloin z* on lineaarinen muoto W — K| eli
z* € Wi Josu =0ja\ =1, niin saadaan (zg, 2*) = d. Jos taas A = 0, niin (z, z*) = 0 kaikilla
ze M.

Viitamme, ettd z* € W*. Olkoon z = u + Axg € W mielivaltainen. Voidaan olettaa, etta

A\ # 0. Tallsin

(2, 25 = [Ald <[] = [[u+ Azol| = ||z]],

u
‘X“‘[L’O

missi d < [|A"!u + || koska vektori —A\"lu € M. Péittelemme, ettd z* € W* ja ||z*|] < 1.
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Tarkistetaan seuraavaksi, etté itse asiassa ||z*|| = 1. Tété varten olkoon € > 0 mielivaltainen.
Koska d = inf{||20 — u|| : w € M}, niin 16ytyy sellainen u € M, ettd ||zg — u|| < d + e.
Maéaritelmén mukaan

(o —u, )| = [(z0, 2%)| = d,

joten vektorille xg*ZH € W pétee

[zo—

[{xg —u, 2*)| d d

2| = sup{[{u, 2*)| : we W, ||lul| <1} > = > .
121 = sup{lfu, =) ull < 1 = Bt - s

Tésta pasattelemme, etté ||2*]| > 1.

Voimme soveltaa Lausetta 4.6, joka takaa sellaisen jatkuvan lineaarifunktionaalin z* € E*
olemassaolon, jolle (z, z*) = (x, z*), kun = € W, ja ||z*|| = ||z*||. Talloin siis 2*(M) = {0},
(zo, 2%) = (0, 2") = d ja [|z"]] = 1. [

Seuraus 4.8. Jos E on normiavaruus ja 0 # x9 € E, niin on olemassa x* € E* siten, etti
(o, x*) = ||xo]| ja ||z*|| = 1. Erityisesti, jos x,y € E ja x # y, niin on olemassa x* € E* jolle

(x,z*) # (y, z%).

Todistus. Jos M = {0}, niin dist(zg, M) = ||zo||. Ensimméinen viite seuraa siten vélittomésti
Lauseesta 4.7. Jos x # y, niin erityisesti on olemassa sellainen x* € E*, ettd

(z,a") = (y, ") = (e —y, 2*) = |le =yl > 0.

O

Seuraus 4.9. Jos E' on normiavaruus ja x € E, niin

||z|| = max{|(z, %) : 2" € E7, [|27]| < 1}
FErityisesti, jos x € E on sellainen, etti (x, x*) = 0 kaikilla 2* € E*, x = 0.
Todistus. Jos ||x*|| < 1, niin
i [(z, 2)] < [l |]2"]] < []]].
Toisaalta kun x # 0, on Seurauksen 4.8 nojalla olemassa sellainen z* € E*, ettd
[, af) =zl Ja [l2"][ =1,
joten viitteen maksimi saavutetaan talla x*. 0

Seuraus 4.10. Olkoon M normiavaruuden E vektorialiavaruus. Talloin M on tihed avaruu-
dessa E, eli M = E, jos ja vain jos avaruudelle M pitee: Jos x* € E* ja *(M) = {0}, niin
x* = 0.

Todistus. Oletetaan ensin, ettd Mi E. Jos télloin z*(M) = {0}, niin M C Ker(z*). Koska
Ker(2*) on suljettu E:ssd, on £ = M C Ker(z*). Niinpd E = Ker(z*), eli z* =0,
Oletetaan kééntéen, ettd M # E. Télloin 16ytyy sellainen vektori zg € E, etté dist(xzg, M) =

dist(zg, M) > 0. Lauseen 4.7 nojalla on olemassa sellainen z* € E*, ettd z*(M) = {0} ja
||z*|| = 1. Erityisesti 2* # 0. O

27



5. HEIKKO TOPOLOGIA

Palataan takaisin heikkoon suppenemiseen ja otetaan télla kertaa ndkokulmaksi sen antama
topologia. Palautetaan ensin mieleen mité topologia onkaan.

Maiiritelmé 5.1. Olkoon X # () joukko ja 7 kokoelma joukon X osajoukkoja. Téalloin 7 on
topologia, jos

()berjaXer,

(2) Jos Uy,...,U, €7, n €N, niin (), U; € 7,

(3) Jos U, € 7 kaikilla v € A, niin (J, .4 Ua € 7.

Topologinen avaruus (X, 7) on metristyvd, jos on olemassa etéisyys d joukossa X siten, ettd
7 ={U : U avoin metrisessi avaruudessa (X, d)}.

5.1. Kuvausten indusoima karkea topologia. Jokaisella joukolla X on kokoluokassaan
ddrimméiset topologiat, eli triviaali topologia {0, X} ja tiysi topologia 2%. Harvoin kumpi-
kaan néistéd on erityisen hyodyllinen. Jos meille on annettu joukko kuvauksia f;: X — Y, i €[
missd (Y;, 7;) ovat topologisia avaruuksia, voidaan méaaritella karkein topologia T jolla kaikki
kuvaukset f;: (X, 1) — (YZ, 7;) ovat jatkuvia. Tamé saadaan ottamalla topologian esikannaksi
joukot kaikki Joukot f7H(U;), missd i € I ja U; € 7, eli toisin sanoen asettamalla

{UA Ac{ﬂf JCIaarelhnenUGn}}.

AcA ieJ

Sanotaan, ettd 7 on kuvasten f; antama/indusoima karkein topologia.

Lemma 5.2. Olkoon X, 7, (Y;, ), fi kuten ylla. Tdlloin 7 on X :n topologia. Sille pitee
(1) kuwvaus f;: (X,7) = (Y, 1) on jatkuva kaikilla i € 1
(2) Jos T on X:n topologia siten, etti f;: (X,7) — (Yi,7) on jatkwva kaikilla i € I, niin
TCT.

Todistus. Osoitetaan ensin, etté 7 on topologia. Koska ) = £, () ja X = f;*(Yi), niin 0, X € 7.
Jos Uy, ..., U, € 7, on olemassa

Ay, A €U = {ﬂf . J C I &érellinen, U; Gn}

ieJ
siten, ettd U; = (J 4, A- Télloin

Nu=NUa= U U Naer

AreA

silla i, A € U.
Jos U, € 7 kaikilla @ € A, on olemassa A, siten, ettd U, = UEeAa E. Talloin

Uvu.=JU U E=EEeT
acA a€EA EeA, EcA
misséd A = J, 4 Aa- Niinpé 7 on topologia.
Viite (1) seuraa suoraan 7:n miéritelmisti: Kaikille U € 7; on f;'(U) € 7.
Olkoon 7 kuten (2):ssa. Talloin f; '(U) € 7 kaikilla u € 7; ja i € I. Topologian ehdon (2)
nojalla saadaan U C 7, josta edelleen topologian ehdon (3) nojalla 7 C 7. O
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Lemma 5.3. Olkoon X, 7, (Y;, ), fi kuten ylld. Tdlloin jono (x,), C X suppenee pisteeseen
x € X topologiassa T jos ja vain jos fi(x,) — fi(x) kaikilla i € 1.

Todistus. Oletetaan ensin, ettd (x,), suppenee topologiassa 7. Olkoon i € I. Jos U € 7; siten,
ettid f;(x) € U, niin x € f;*(U) € 7. Siispd on olemassa m € N siten, etti x,, € f; *(U) kaikilla
n > m. Talléin f;(x,) € U kaikilla n > m. Néin ollen f;(z,) — fi(x) kaikilla i € I.

Oletetaan sitten kédntden, ettd fi(v,) — fi(z) kaikilla i € I. Olkoon U € 7 siten, ettd
x € U. Talléin U D Ve, f; (U;) 2 x joillain U; € 7; ja dérelliselld J C I. Siten kaikilla
i€ Jonaxe f7HU;) jasiis fi(z) € Ui Koska fi(z,) — fi(x), on olemassa m; € N siten, etti
fi(x,) € U; kaikilla n > m;. Valitsemalla m = max;c; m;, saadaan z,, € f~1(U;) kaikilla n > m
eli z, € Niey fi " (U;) C U kaikilla n > m. Saatiin siis, etté (z,), suppenee topologiassa 7. [

5.2. Heikko topologia. Merkitddn Banach-avaruuden X wvahvaa topologiaa eli normin anta-
man etiisyyden indusoimaa topologiaa Ty,

Maaritelmé 5.4. Banach-avaruuden X heikko topologia o(X, X*) on kuvausten {z* € X*} an-
tama karkein topologia. Jonon (z,), C X suppenemista pisteeseen x € X heikossa topologiassa
o(X, X*) merkitddn z,, — x.

Banach-avaruuden X heikko topologia on siis karkein topologia, jonka suhteen kaikki (X:n
normin suhteen) jatkuvat lineaarikuvaukset z*: X — K ovat jatkuvia. Erityisesti siis, o(X, X*) C
TX-

Lemma 5.5. Banach-avaruuden X heikko topologia o(X, X*) on Hausdorff.
Todistus. Olkoon x,y € X, x # y. Télloin Hahn-Banachin lauseen Seurauksen 4.8 nojalla on
olemassa z* € X* siten, ettd (z —y,z*) = ||z — y||. Valitaan \ = ||z — y||/2. Talloin

relU ={zeX : [(zr—2z2" <A}
ja

yeVi={zeX : |[(zr—z2a%)] > A},
missd U,V € o(X, X*) siten, ettd U NV = (). Niinpa o(X, X*) on Hausdorff. O
Lemma 5.6. Banach-avaruuden X heikolla topologialla o(X, X*) on kanta

{Upen :+ F C X ddarellinen ,e >0,z € X},

missa
Upea = (v €X : [(y—m2")| <c}.
T*el
Todistus. Olkoon U € o(X, X*). Voidaan olettaa, ettd U # (). Otetaan = € U. Talloin on
heikon topologian mééritelmén nojalla olemassa #érellinen joukko {73, ...,z } C X* ja avoimet

Uy, ..., U, C Ksiten, ettéd
n
re () (U) U
i=1
Jokaisella ¢ pétee siis (x,xf) € U;. Koska U; on avoin, on olemassa ¢; > 0 siten, etta
[y =z, 27)| = [{y, 2}) — (2, 27) < &

Siispa valitsemalla e = min{e; : i € {1,...,n}} ja F={zf : i € {1,...,n}} saadaan

¥ € Upew C (@) ' (U:) CU. O
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